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Preface 
Les conferences reunies dans ce volume prolongent celles don&es 
en 1962 a 1’UniversitC de Maryland, et poursuivent le m&me but; 
familiariser le lecteur avec les notions fondamentales de la theorie des 
prbch&zus, et lui permettre ainsi d’aborder plus facilement la lecture 
des “ElCments de GComCtrie algebrique” de A. Grothendieck, oh 
cette theorie est exposee dans tous ses details, mais dont l’etendue et 
la complexite risquent de noyer quelque peu les idees essentielles et 
de decourager le debutant. Les techniques projectives et cohomo- 
logiques, qui jouaient le rBle principal dans les conferences de Mary- 
land, passent ici au second plan, et l’accent est mis sur d’autres (et 
non moins importantes) methodes, qui gravitent autour du concept 
fondamental et proteiforme du changement de base et de l’usage intensif 
de la notion de platitude: construction de preschemas par la technique 
des foncteurs reprbentables, theories de la “descente” et du “passage 
B la limite projective”. 
Je tiens a remercier vivement M. Pierre-Yves Leduc, qui s’est 
charge de la redaction de ces notes, et a su avec bonheur condenser 
les exposes oraux et en mettre en evidence les points essentiels. 
Jean Dieudonnk 
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I. Prkliminaires 
Dans ce chapitre, now rappellerons les definitions de quelques concepts 
fondamentaux, ainsi que leurs principales proprietes. Les ouvrages 
auxquels nous aurons le plus souvent a nous referer sont les suivants: 
“Algebre commutative” de N. Bourbaki (cite [B. Alg. Comm.]) 
“Theorie des faisceaux” de R. Godement (cite [G]) 
Sur quelques points d’algebre homologique, un article de A. Grothendieck 
dans le Tohohu Math. J. (1957) (cite [T]) 
Algebraic Geometry, un article de J. Dieudonne, dans l’A&. Math. 
(1969), (cite [D]) 
Elements de Ge’ome’trie alge’brique de A. Grothendieck et J. Dieudonne 
(cite [G.E.]) 
La notion de prtkhe’ma 
Disons d&s maintenant que tous les anneaux consider-es seront supposCs 
&tre commutatifs et posseder un element unite. 
Le spectre (premier) d’un anneau A est l’ensemble des ideaux premiers 
de A, muni d’une certaine topologie souvent appelee topologie de Zariski, 
cet espace topologique &ant base d’un certain faisceau d’anneaux appele 
faisceau structural de A, au sujet desquels nous allons maintenant donner 
quelques precisions. 
(a) En ce qui concerne l’ensemble des ideaux premiers de A: on dit 
qu’un ideal p de A est premier si A/p est integre; done un ideal premier 
doit toujours &tre different de A, et 0 est premier si A est integre. Le 
spectre de A est vide si A est nul, et contient exactement un Clement si A 
est un corps. 
(b) En ce qui concerne la topologie sur Spec(A): elle est definie 
comme suit: soit a un ideal quelconque de A et posons 
V(a) = I’ensemble des ideaux premiers de A qui contiennent a. 
Alors on prend comme ensembles fermes de Spec(A), les ensembles 
de la forme V(a). I1 est facile de verifier que ces ensembles definissent 
bien une topologie sur Spec(A), et que si pour chaque f E A, on pose 
W) = Sp44 - W), 
alors les ensembles de la forme D(f) constituent une base d’ouverts 
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pour la topologie de Spec(A) ([G.E.] I, 1.1.10). Remarquons que D(f) 
est lui-mCme un spectre, a savoir celui de l’anneau A, (voir [G-E.] 
Chap. 0 pour les definitions des anneaux et des modules de fractions A, , 
A, , M, , etc...). 
Mentionnons enfin quelques proprietes importantes de cette topologie. 
Elle est quasi-compacte ([G.E.] I, 1.1.10). 
X = Spec(A) est un espace de Kolmogoroff ([G.E.] I, 1.1.8), mais en 
general pas un espace de FrCchet et encore moins de Hausdorff. 
Done les points de X ne sont en general pas fermb, sauf ceux qui 
“correspondent” a des ideaux maximaux n E Spec(A). 
L’adherence {T} d’un point x E X est un ensemble ferme et irreductible 
([G.E.] Or, 2.1.1 et 2.1.2) dont x est appele le point generique. Disons, 
en passant, que si y E (3, alors x est appele une generisation de y, et y une 
specialisation de x. Dans le cas oti un point x correspond 8 un ideal 
premier minimal de A, Fl est une composante irreductible de Spec(A) 
([G.E.] I, 1.1.14); on dit souvent que x est un point maximal de Spec(A). 
Si A est integre, (0) est generique pour tout l’espace Spec(A). 
Soit x = p E Spec(A); alors l’ensemble des ideaux premiers de A qui 
sont contenus dans p est le spectre premier de A, qu’on denote souvent 
par Spec(0,); remarquons en passant que l’inclusion Spec(0,) C Spec(A) 
est une injection topologique. 
11 est important de remarquer que Spec(0,) est contenu dans, et en 
general beaucoup plus petit que tout voisinage ouvert de x; car Spec(O,) 
n’est autre que l’intersection de tous les voisinages de x, c’est-a-dire que 
Illustrons cette difference par deux exemples. 
Considerons d’abord l’anneau Z des entiers rationnels, les Cl& 
ments de Spec(Z) sont alors en correspondance biunivoque avec 
(O} u (l’ensemble des nombres premiers}; Cvidemment, p} = Spec(Z). 
Maintenant, si on prend x = (p), (p nombre premier), x est fermi dans 
Spec(Z), done Spec(O,) = {x, 0}, tandis qu’un voisinage de x contient 
necessairement tous les points de Spec(Z) a l’exception d’un nombre fini 
de nombres premiers. 
Considerons maintenant le plan affine: P = Spec(C[X, yl) oh C est 
le corps des nombres complexes. Les points de Spec(C[X, yl) sont (0) 
(point generique de P), les points x = (a, 8) qui correspondent aux 
ideaux maximaux (X - a) + (Y - fi) et les points generiques des 
courbes irreductibles, correspondant aux autres ideaux premiers de 
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C[X, Y]. Dans ce cas, l’ensemble des generisations de z = (01, /3), c’est- 
a-dire Spec(O,) consiste en 
{z, (0), et les points generiques des courbes irreductibles qui passent par z}, 
tandis qu’un voisinage ouvert de x sera obtenu en prenant tous les 
elements de Spec(C[X, Y]) sauf un nombre fini de points de C2 et de 
courbes irreductibles. 
Ces deux exemples montrent que si une certaine propriete est vraie 
aux points de Spec(0,) pour un certain x, alors elle est loin d’etre neces- 
sairement vraie d’un voisinage de x, c’est-a-dire que pour verifier une 
propriete locale, il ne suffit pas de la verifier dans Spec(0,) pour chaque x. 
Rappelons qu’une propriete P est dite locale si “P vraie de X entraine P 
vraie de tout ouvert de X” et “P vraie pour tous les ouverts d’un 
recouvrement de X entraine P vraie de X.” 
(c) En ce qui concerne le fuisceau structural de A: Soit M un 
A-module; on peut lui associer un faisceau de groupes abeliens note ii? 
sur Spec(A); pour cela, il suffit ([G.E.] 0, , 3.2) de definir T(U, a) ou U 
parcourt les ouverts d’une base de la topologie de Spec(A). On pose 
V(f), a) = Mf 3 et on verifie que cela definit bien un faisceau 
([G.E.] I, 1.3). 
Le faisceau structural de A est alors obtenu en prenant M = A. On 
pose souvent A = 0, . 
La fibre de i@ en x, c’est-a-dire la limite inductive des r(U, M) 
suivant I’ensemble filtrant (pour 3) des voisinages ouverts U de x, 
s’identifie a Mz = M, (ou p est l’ideal premier “correspondant” a x) 
([G.E.] I, 1.3). 
Soient (X, Ox) et (Y, 0,) d eux espaces annek ([G.E.] Or, 4.1 .I) alors 
un movphisme f : (X, 0,) + (Y, 0,) est un couple f = (#, 0) oh tj est 
une application continue X -+ Y et ou 8 est un homomorphisme de 
faisceaux Cny -+ $*(0x); ici #,(8x) designe l’image directe par $ du 
faisceau 0 x : c’est le faisceau de base Y defini de la man&e naturelle par 
F( U, &(0x)) = r(#-I( U), Ox), oti U est un ouvert de Y. 
On dit que (X, 0x) est un espace annelt en anneaux locaux si pour 
chaque x E X, la fibre 9, est un anneau local; on denote par in, son ideal 
maximal et par K(x) = Loz.ntz le corps rbiduel. Si (X, 0,) et (Y, oy) sont 
deux espaces anneles en anneaux locaux, alors par definition, 
f = (#, 0) : (X, CJ - (Y, 0,) est un morph&me d’espaces annelks en 
anneaux locaux si pour chaque x E X, l’homomorphisme 9, : cO,tz) --t 0, 
induit par 19 est un homomorphisme local ([G.E.] I, 1.7.3). 
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Remarquons qu’un spectre Spec(A) est necessairement un espace 
annele en anneaux locaux puisque tous les A, sont locaux. 
Soit v : A -+ B un homomorphisme d’anneaux et posons X = Spec(B), 
Y = Spec(A). On peut alors associer d’une man&e canonique B p un 
morphisme d’espaces annelks en anneaux locaux 
comme suit : 
g = (A 6) : (X, 0,) - (Y, @Y) 
(a) I,!J : X -+ Y est definie par J&J) = q-l(p) pour tout p E X. 
(b) 13 : A + i+&(B) est le morphisme de faisceaux induit par 
l’homomorphisme cp : A --f Bra] de A-module (oh BrA1 designe B con- 
sidCrC comme A module au moyen de v) car on montre aisement que 
#,(B) s’identifie canoniquement B &al ([G.E.] I, 1.6.3). 
Si f : (X 0,) - (Y, oy> est un morphisme d’espaces annelks en 
anneaux locaux, oti (X, Cnx) est le spectre de B = F(X, 0,) et (Y, Q) 
est le spectre de A = F(Y, 6,), 1 a ors il est possible de retrouver l’homo- 
morphisme y : A -+ B dont f provient par 
v = eY : qy, 0,) - qy, #*(O,)) = qx, Ox). 
On a done ainsi defini la categoric des schemas affines et des mor- 
phismes de schemas affines, dont les objets sont les spectres premiers 
d’anneaux et les morphismes sont les morphismes d’espaces annelks en 
anneaux locaux de ces spectres. 
D’ailleurs, les foncteurs A - Spec(A) et (X, 8x) - F(X, Ox) defi- 
nissent une e’quiwalence de la categoric des anneaux commutatifs et de la 
categoric duale de la categoric des schemas affines. 
Un prhschbma est un espace annele (X, Ox) dont tout point x posdde 
un voisinage ouvert affine, c’est-a-dire un voisinage ouvert U tel que 
l’espace annele induit par 0, sur U est un schema affine. 11 s’agit done 
d’un espace annele en anneaux locaux. Comme morphismes, on prend 
ceux de la categoric des espaces anneles en anneaux locaux. 
L’exemple classique d’un preschema qui n’est pas un schema affine 
est la droite projective ([G.E.] I, 2.3.2). 
Modules quasi-cohkrents 
Soit X un preschema. Nous allons definir des proprietes qu’on doit 
generalement imposer g un Ox-Module pour obtenir des resultats 
interessants. 
On dit qu’un @,-Module F est quasi-coht%ent si pour chaque x E X, 
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il existe un voisinage ouvert affine U de x tel que F 1 U soit isomorphe 
a i@ pour un certain F( U, Ox)-module M ([G.E.] I, 1.4.1). 9 est quasi- 
cohe’rent et de typejki si en outre, pour tout ouvert affine U, le module M 
est de type fini, c’est-a-dire qu’il existe une suite exacte 
A(U)“+ M-0 
pour un certain entier n (ici A(U) est une abreviation pour F( U, Ox)). 
.F est quasi-cohhent et de prksentation jinie s’il existe une suite exacte 
A(U)“-tA(U)“+M+O 
c’est-a-dire que M est un A( U)-module de presentation finie. 
11 est clair que “quasi-coherent et de presentation finie” * “quasi- 
coherent et de type fini,” et que si X est localement noetherien, alors les 
deux conditions sont equivalentes. 
Soient X = Spec(A) et a un ideal de A; alors la projection canonique 
A ---t A/a induit un morphisme de schemas affines Spec(A/a) --f Spec(A); 
on remarque d’ailleurs que Spec(A/a) s’identifie topologiquement au 
sous-espace ferme V(a) de Spec(a). Le faisceau structural 0, de Spec(A/a) 
peut etre consider6 comme (A/a)- 1 V( a car il est clair que les fibres de ) 
(A/a)- pour les points hors de V(a) sont toutes nulles. Nous venons de 
definir ainsi un cas particulier de ce qu’on appelle un sous-prkschdma 
(fermi) d’un preschema. Le preschema (Y, 0,) est un sous-pre’sche’ma de 
(X, lnx) si 
(1) Y est localement fermi dans X; 
(2) pour tout y E Y, il existe un voisinage ouvert affine U de y dans X 
tel que 
(i) U n Y est ferme dans U; 
(ii)@J(UnY) t es un sous-preschema ferme de 0, 1 U. 
La derniere condition veut dire qu’il existe un ideal a de A(U) tel 
queo,I Wn Y) soit isomorphe a Spec(A( U)/a). 
On peut demontrer ([G.E.] I, 4.1.5) que le preschema induit par Co, 
sur un ouvert de X est un sous-preschema de (X, 9x); de plus ([G.E.] I, 
4.1.3) Y, sous-preschtma de X, est ferme dans X si et seulement s’il 
existe un Ideal quasi-coherent x de 0, tel que 0, s’identifie a (0x/$) / Y 
et il y a correspondance biunivoque entre IdCaux quasi-coherents de Ox 
et sous-preschemas fermes. 
Rappelons qu’un p&schema 0x est dit reduit si tous les anneaux 
locaux 0, sont reduits. Supposons maintenant que A soit un anneau 
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non reduit; alors on sait que si ‘3 est son nilradical, A/% est reduit. 
On remarque d’ailleurs que si a est un ideal contenu dans ‘3, alors en 
general la projection naturelle A --f A/a definira un sous-preschema de 
Spec(A) distinct de Spec(A), bien que, consider&s seulement comme 
espaces topologiques, Y = Spec(A/a) et X = Spec(A) coincident. 
On prouve qu’etant don& un sous-espace localement ferme Y de 
l’espace sous-jacent X d’un preschema (X, Ox), il existe un et un seul 
sous-preschema reduit de (X, Ox) ayant Y comme espace sous-jacent, 
mais en g&r&al il peut exister plusieurs sous-preschemas de (X, Ox) 
ayant Y comme espace sous-jacent ([G.E.] I, 5.2.1). En particulier, pour 
tout preschkma (X, Ox) le preschema reduit Xred associe a X a pour 
faisceau structural 8x divise par son nilradical Jyx ; xx est ici un Ideal 
quasi-coherent de 0x tel qu’en chaque point x de X, sa fibre Jv; soit le 
nilradical de 0, . 
On a done un morphisme d’injection canonique Xred + X (voir 
[G.E.] I, 4.1.7 pour la definition g&kale de morphisme d’injection 
canonique). 
Soitf : X --+ Y un morphisme de preschemas; alors le fait que f induise 
pour chaque x E X un homomorphisme local 
indique qu’il existe un morphisme bien defini fred : Xred + Yred rendant 
commutatif le diagramme ([G.E.] I, 5.1.5) 
x - Xred 
Jf lfred 
y- Yred 
Remarque: Un preschema reduit peut posskder des sous-preschemas 
qui ne sont pas reduits. Par exemple Spec(A/p2) oh p est un ideal premier 
non trivial d’un anneau indgre noetherien A, est non reduit alors que 
Spec( A) I’est. 
Conditions de jinitude 
Nous allons maintenant examiner quelques conditions de jinitude qui 
sont essentielles si l’on veut obtenir des r&hats significatifs. 
(A) Les conditions de finitude sur les Modules ont CtC vues: 
quasi-coherence, type fini, presentation finie. Les Modules coherents 
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ne nous interesseront que dans le cas noetherien, et alors cette condition 
de coherence coincide avec “quasi-coherent et type fini.” 
(B) Conditions de finitude sur les preschemas. Disons d’abord 
qu’un schema affine Spec(A) est dit noethkrrien si A est noetherien; il est 
alors clair que sur l’espace topologique sous-jacent a Spec(A), toute 
suite decroissante de fermes est stationnaire. 
Un preschema est dit localement noethkrien si chacun de ses points 
admet un voisinage ouvert afine noetherien. 11 est dit noethkrien si de 
plus il est quasi-compact, done reunion finie d’ouverts aHines noetheriens. 
Voici trois proprietes qui decoulent immediatement de cette definition: 
(1) Les anneaux locaux d’un preschema localement noetherien sont 
noetheriens et de dimension finie ([D] p. 10 pour la notion de dimension, 
et p. 354 ci-dessous). 
(2) Les composantes irreductibles de X forment un ensemble 
localement fini. 
(3) Recurrence noetherienne dans un preschema noetherien: il s’agit 
d’un procede de demonstration qui permet d’affirmer qu’une propriete 
est vraie de X aussitot qu’on sait qu’elle est vraie de toute partie fermee 
de X distincte de X. 
Les hypotheses noetheriennes semblent indispensables pour toutes les 
questions concernant la dimension, la profondeur et la cohomologie. 
(C) Conditions de finitude sur les morphismes. Soit .f : X + Y un 
morphisme de preschemas. 
(1) f est localement de type jini si pour tout x E X il existe un voisi- 
nage ouvert affine li de x, et un voisinage ouvert affine V def (x) tels que 
f(U)C V et 
B = A(U) est une A = A(V)-algebre de type fini 
c’est-a-dire qu’il existe une suite exacte d’homomorphismes d’algebres 
A[T, ,..., T,] + B -+ 0 
(2) f est localement de prkentation Jinie si pour tout x E X il existe 
un voisinage ouvert affine U de x, et un voisinage ouvert affine V de f (x) 
tels que 
f(U) C Y et 
B = A(U) est une A = A( V)-algkbre de presentation finie 
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c’est-h-dire qu’il existe une suite exacte d’homomorphismes 
O-J-+A[T,,..., TJ-+B+O 
ou 3 est un ideal de type$fini. 
Remarquons encore que dans le cas localement noetherien, ces deux 
dernieres conditions sont Cquivalentes. Nous verrons plus tard que les 
conditions de presentation finie sont destinees a remplacer les hypotheses 
noetheriennes (p. 371). 
(3) f est quasi-compact si pour tout ouvert quasi-compact V dans Y, 
l’image inverse f -l(V) est quasi-compacte dans X. Cette condition de 
nature purement topologique limite en quelque sorte la grandeur des 
images inverses, done en particulier de X. 
(4) f est de GYP e Ji ni si f est quasi-compact et localement de type fini, 
ce qui veut dire que pour tout y E Y, il existe un voisinage ouvert affine 
V de y tel que f -‘( V) est reunion finie d’ouverts affines U, ,..., U, tels 
que chaque A( U,) est une A( V)-algebre de type fini. 
(5) f est Jini. D ans le cas oh X = Spec(B) et Y = Spec(A), cela 
veut dire que l’homomorphisme correspondant 9) : A + B d’anneaux, 
fait de B une A-algebre finie (i.e., un A-module de ty$eJini). Dans le cas 
general, nous dirons que f : X -+ Y est fini si pour tout y E Y, il existe 
un voisinage ouvert affine U de y tel que f-l(U) est un owert afine 
de X et que f 1 f-'(U) : f -'( U) -+ U est fini. 
On peut alors demontrer que pour chaque y E Y, la fibre f -‘( y) est Jink 
et discrdte. ([G.E.] II, 6.1.7). A titre d’exemples de morphismes finis, 
nous avons les immersions de sous-preschemas fermes; d’ailleurs, dans 
ce cas chaque fibre ne compte qu’un seul point. 
11 est clair que “fini” implique “de type fini.” Mais il est bon de faire 
quelques mises en garde au sujet de ces conditions. 
D’abord, “fini” n’implique pas “localement de presentation finie”: 
par exemple, si l’on considere une immersion fermee du type 
f : Spec(A/a) -+ Spec(A): e 11 e est Cvidemment finie, mais siirement pas 
localement de presentation finie si a n’est pas un ideal de type fini. 
Deuxieme mise en garde. Nous avons vu que si f : X -+ Y est fini, 
alors pour tout y E Y, f-‘(y) es un espace fini discret. Or la condition t 
que pour tout y E Y, f-l(y) soit un espace fini discret n’implique pas 
que f soit fini, ni m&me que f soit de type fini: par exemple, si l’on 
considere un anneau integre A, son corps des quotients K et le morphisme 
4 : Spec(K) + Spec(A) correspondant a A + K, f satisfait bien la con- 
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dition sur les fibres puisque Spec(K) n’a qu’un seul point, mais f n’est 
sitrement pas de type fmi puisqu’en gCnCra1, K n’est pas une A-algebre 
de type fini. Un exemple un peu plus general est obtenu en prenant un 
preschema X et Spec(B,) pour un x E X; l’immersion Spec(0,) + X 
satisfait bien a la condition sur les fibres mais il ne s’agit pas d’un 
morphisme de type fini puisqu’en general un anneau A, n’est pas une 
A-algebre de type fini sur A. 
(6) On dit qu’un morphismef : X 4 Y est quasi-j% s’il est de type 
fini et que chaque fibre f-‘(y) (en tant que K( y)-preschema, cf. p. 336) 
est finie et discrete. 
11 est clair que “fini” implique “quasi-fini,” mais nous allons montrer 
clue “quasi-fini” n’implique pas “fini.” Pour cela, soit Y = Spec(A) et 
X = D(f) = Spec(Af) t e considerons I’immersion ouverte ,f : X -+ Y; 
f est de type fini puisque A, est engendre par un seul Clement l/f, done 
une A-algebre de type fini, et de plus chaque fibre est soit vide, soit 
composee d’un seul Clement, done f est bien quasi-fini. Mais comme 
A[l/f] n’est pas de type fini en tant que A-module, f n’est pas fini. 
Mentionnons a ce propos un theoreme profond qui situe bien la 
propriete d’kre quasi-fini par rapport aux autres conditions de finitude: 
Main Theorem de Zariski (forme actuelle). Soit f : X+ Y un 
morphisme de prkschtmas, ozi Y est ajine. Supposons en outre que f est 
quasi-&i, et kpare’. 
Alors on peut plonger X comme sow-prbche’ma ouvert duns un prksche’ma 
Y’ d’une manit?re telle qu’il existe un morphisme fini g : Y’ 4 Y qua’ induise 
.f SW x. 
Nous avons done la situation suivante: 
X Y’ 9 9 f 
0 
Y 
avec 
Rappelons que la condition pour f : X+ Y d’etre &pare veut dire 
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que la “diagonale” X --f X x r X est une immersion fermee ([G.E.] I, 
5.5.8). 
Quant a la demonstration de ce theoreme, elle est difficile et on peut 
la trouver dans le Chap. III des Elements de Grothendieck pour le cas 
oh Y est noetherien ([G.E.] III, 4.4.3); on y fait un fort usage de coho- 
mologie. Une autre demonstration est donnee au Chap. IV, faisant 
intervenir les theoremes de Nagata en algebre commutative ([G.E.] IV, 
8.12.6 et 18.12.13). 
Derniere mise en garde: bien qu’une immersion ouverte soit toujours 
localement de presentation finie, elle n’est pas necessairement quasi- 
compacte car en general, l’intersection d’un quasi-compact avec un 
ouvert n’est pas quasi-compacte. 
Propri&s ponctuelles 
Nous allons, pour terminer ce chapitre de preliminaires, definir quel- 
ques proprietes ponctuelles des preschemas, nous restreignant a celles 
qui concernent les anneaux locaux 0, aux points x de X. 
Nous dirons que (X, 0x) est reduit en x si 9, est reduit, que (X, Ox) 
est indgre en x si 8, est integre, que (X, Ox) est normal en x si 0, est 
integralement clos, que (X, Ox) est regulier en x si 0, est regulier. 
Nous dirons aussi que le preschema (X, 0x) est rtduit (respectivement 
normal, regulier) s’il est reduit (respectivement normal, regulier) en 
chacun de ses points. Remarquons que si n’importe quelle de ces pro- 
priCtCs est vraie en un point x, alors elle est vraie en tous les points de 
Spec(O,), mais ce fait-facilement verifie dans le cas des trois premieres 
propriMs-n’est particulierement pas evident dans le cas de la regularite 
([G.E.] Orv , 17.3.2). 
II. Le changement de base 
Prod&s de S-prhche’mas 
Nous denoterons la categoric des preschemas par Sch. 
Soit maintenant S un preschema fixe que nous appellerons preschema 
de base. Alors nous denoterons par Sch/S la categoric dont les objets 
sont les couples (X,f), oh X E Sch et f est un morphisme (dit structural) 
XL S, et dont les morphismes sont ceux de Sch qui sont compatibles 
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avec les morphismes structuraux, c’est-a-dire que u : X-t Y est un 
morphisme de &h/S si le diagramme suivant est commutatif: 
Les objets de &h/S sont appek S-pksche’mas et les morphismes 
S-morphismes. 
11 est clair que Sch = Sch/Spec(Z); de plus, dans le cas de schemas 
affines, si X = Spec(A) et S = Spec(B), dire que X est un S-preschema 
(au moyen du morphisme structural +) revient a dire que A est une 
B-algebre (au moyen de p)). 
Nous ne dirons presque rien du coproduit (ou somme) de deux 
S-prtschemas X et Y, note X IJ Y; il est essentiellement obtenu en 
prenant l’espace topologique somme des espaces sous-jacents ([G.E.] I, 
3.1). 
Pour dtfinir les produits de S-prtsche’mas, nous commencerons par le 
cas des S-schemas affines. Or nous savons que cette categoric est Cqui- 
valente a la categoric opposee a celle des A-algebres; comme C @A B 
est le coproduit de C et B dans la categoric des A-algebres, on en deduit 
immediatement l’existence du produit X x s Y de deux S-preschemas 
dans la categoric Sch/S, oh X = Spec(C), Y = Spec(B) et S = Spec(A) 
([G.E.] I, 3.2.2). P our passer au cas general de S-preschemas X et Y, 
on recouvre convenablement X, Y et S par des ouverts affines (Xij), 
( Yij) et (So respectivement, ou pour chaque i, Xii C p-l(Si) et 
Yii C I-‘, y et 4 &ant les morphismes structuraux de X et Y, puis 
on construit tous les Xij x si Yii et enfin, on recolle tous ces produits 
partiels. Le procede est d&-it en detail dans ([G.E.] I, 3.2.6). 
Alors on obtient bien un produit au sens categorique, c’est-a-dire 
que 
Hom,(T, X x s Y) = Hom,(T, X) x Homs(T, Y) 
pour tout S-preschtma T. 
Remarquons en passant que si l’on se bornait a la categoric des spectres 
de corps, il n’y aurait pas de produit dans cette cattgorie puisqu’en 
general K Ok K’ n’est pas un corps. 
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Remarquons ensuite que l’ensemble sous-jacent au S-preschema 
X x s Y n’est pas, en general, le produit cartesien des ensembles sous- 
jacents a X et a Y. Plus precisement, &ant don& x E X et y E Y tels que 
944 = NY) = s E S, on peut dire qu’il existe au moins un x E X x s Y 
qui se projette sur x et y, et que l’ensemble E de tous les z qui se pro- 
jettent sur x et y est en correspondance biunivoque avec l’ensemble des 
points du spectre Spec(K(x) @JKCS) K(Y)). Effectivement, la bijection peut 
Ctre definie comme suit: prenons un z E E; alors par hypothbe, il existe 
deux K(s)-morphismes K(x) + K(z) et K(y) --f K(Z), done un K(S)- 
morphisme du produit tensoriel K(x) @,+) K(y) + K(z) et par suite un 
morphisme 
B : sP444) - SP444) 0 ‘b’)): 
K(S) 
on fait correspondre a x E E l’image 
&%‘ec(‘+))) E SPec(‘b) @ ‘6% 
K(S) 
et on montre qu’il s’agit bien 19 d’une correspondance biunivoque 
([G.E.] I, 3.4.9). 
Le changement de base 
Nous en arrivons maintenant a la question du changement de base. 
Soient S et S’ deux preschemas et g : S’ -+ S un morphisme, fixes. 
Alors il s’agit d’associer un S’-preschema a tout S-preschema X A S; 
on fait correspondre a X le S’-preschema 
X’ = (X x ss’-+ss’) 
oti ftsf) est la projection canonique. On note souvent Xts,) ce S-p&- 
schema. 
11 est clair alors que X NY Xcs,) est un foncteur: Sch/S -+ Sch/S’. 
En second lieu, il s’agit d’associer un Q-Module a tout C&-Module 9. 
Si p : X x s S’ -+ X est la projection canonique, on fait correspondre 
a fl le Ox,-Module Fts,, = p*(g), c’est-a-dire l’image reciproque 
([G.E.] 0, , 4.3) du Module 9 par p, que l’on note aussi F &,, 0,l . 
11 y a encore une traduction du “cas affine” a l’algebre commutative. 
En effet, si X = Spec(B), S’ = Spec(A’) et S = Spec(A), alors 
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Xcs,) = Spec(Bc,,,) = Spec(B @A A’). De plus, si 9 = A?, alors 
2F($) = (M(A,))- = (M @A A’)-. 
Principaux exemples de changements de base 
( 1) Image rkciproque d’un sous-prksche’ma 
Soit f : X -+ Y un morphisme de preschemas (autrement dit, soit 
X un Y-preschema). Soient Y’ un sous-p&schema de Y et j : Y’ + Y le 
morphisme d’injection; alors la projection canonique X X r Y’ -+ Y’ 
definit le Y’-preschema Xcr,) correspondant a X et on demontre ([G.E.] 
I, 4.4.1) que l’espace topologique sous-jacent a X x r Y’ est homeo- 
morphe au sous-espace f -‘( Y’) de X. On dit que X(r) est le preschema 
image re’ciproque par f du sous-p&schema Y’ de Y et on le note encore 
f-'(Y). 
(2) Localisation au spectre local 
Soit f : X + S un S-preschema, soit s E S et posons S’ = Spec(0,); 
alors on a un morphisme d’injection canonique j : Spec(0,) + S, ce qui 
donne lieu a un S’-preschema X x s Spec(0,) qui s’identifie topologi- 
quement au sous-espace f -l(Spec(0,J) de X. Si en outre on a un 0,- 
Module 9, on demontre que Fts,, = 9 @ccsLos est tel qu’en chaque 
point x E X, (Fc~,J)~ = flz. 9cs,, est done induit par 9 surf -l(Spec(Q,)). 
(3) Fibres 
Soit f : X -+ S un S-preschema, soit s E S; alors la projection 
p : x x s SpeC(K(S)) -+X est un homeomorphisme de l’espace sous- 
jacent au preschema X x s SpeC(K(S)) sur la fibre f-l(s) munie de la 
topologie induite par celle de I’espace sous-jacent a X ([G.E.] I, 3.6.1). 
Ceci permet done de considerer de maniere canonique la fibre f-l(s) 
comme K(s)-preschema; on le note aussi X &, K(S) ou X, . L’anneau 
local en un point x de la fibre est 
Le pro&de qui consiste a Ctudier les fibres nous rapproche de la 
geometric algebrique classique, car d’une part ces fibres sont des pre- 
schemas sur des corps, et d’autre part, ce procede rappelle celui qui 
consistait & etudier une surface X d’apres les courbes de X qui sont 
images inverses de points par une projection de X sur une droite. 
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Soit g, : S’ -+ S un changement de base, et soit s’ E S’ et s = I, 
alors le K(s’)-pr&chemaf&(~‘) est isomorphe a 
qu’on note aussif-l(S) @K(s) K(d) par abus d’ecriture ([G.E.] I, 3.6.4). 
11 s’agit done d’une propriete de transitivitk des$bres. 
(4) Extension du corps de base 
11 s’agit ici d’un exemple tres classique. Soit K’ un corps extension d’un 
corps K; soit X un preschema sur Spec(R); alors on en deduit le Spec(k’)- 
preschema X x speotk) Spec(k’), souvent note X’ = X Ok K’ par abus 
d’ecriture. 
(5) Passage d’un anneau ri son complkte’ 
Soit A un anneau noetherien local, alors la topologie de A definie par 
les puissances de son ideal maximal m est sCparCe; si l’on pose 
A^ = 2 A/w, alors A^ est complet, &pare et l’homomorphisme 
q.~ : A + A, limite projective des q fl. : A + A/m" est un isomorphisme 
topologique de A sur un sous-anneau partout dense dans a ([G.E.] 0, , 
7.2). 
Si X est un prCschCma sur Spec(A), on en deduit le preschema 
X x speo(a) Spec(A), aussi note X’ = X @A A; on verra plus tard des 
utilisations de ce genre de changement de base (p. 374). 
(6) Passage d’un anneau noethkrien d un anneau de valuation 
Soit f : X -+ S un S-p&schema, ou S est le spectre d’un anneau 
noetherien; supposons don&s en outre un point t = f(x) E S et une 
gCnCrisation s ( #t) de t. 11 existe alors un schema affine S’, spectre d’un 
anneau V de valuation discrete, un morphisme v : 5” +. S tels que v 
applique le point fermC b de S’ sur t et le point g&A-ique a de S’ sur s, 
et un S-morphisme g : S’ +X qui applique b sur x ([G.E.] II, 7.1.9). Le 
changement de base de S a S’ correspond au pro&de classique qui 
consiste a Ctudier le voisinage d’un point d’une variCtC en faisant passer 
par ce point des “courbes variables.” 
“Montte” et ‘Ldescente” 
En theorie du changement de base, se posent deux questions: con- 
naissant des propriCk% de X, que peut-on en deduire au sujet de X 
(c’est la theorie de la “montee”) et inversement, connaissant des pro- 
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priCtCs de X’, que peut-on deduire sur X (c’est la theorie de la 
“descente”) ? 
X-X’ 
lf lf’ 
s - S’ 
Dans ce chapitre, nous nous bornerons aux questions de “montee” 
qui sont les plus faciles. 
A. PropriMs des morphismes (monte’e) 
D’abord les proprie’te’s qui sont conservkes: 
(1) surjectif ([G.E.] I, 3.5.2) 
(2) immersion (fermee, ouverte) ([G.E.] I, 4.3.2) 
(3) conditions de finitude: 
quasi-compact ([G.E.] I, 6.64) 
localement de type fini ([G.E.] I, 6.6.6) 
localement de presentation finie ([G.E.] IV, 1.4.3) 
fini ([G.E.] II, 6.1.15) 
quasi-fini ([G.E.] II, 6.2.4) 
(4) &pare ([G.E.] I, 5.5.1) 
(5) affine ([G.E.] II, 1.6.2) 
propre ([G.E.] II, 5.4.2) 
projectif ([G.E.] II, 5.5.5) 
quasi-projectif ([G.E.] II, 5.3.4) 
Les proprie’t&s qui ne sont pas conservek: 
(1) injectif 
(2) dominant 
(3) proprietes topologiques: ouvert 
ferme 
homeomorphisme 
bicontinu sur son image 
Contre exemple pour la propriete d’etre injectif: soient K et k’ deux 
corps extensions d’un corps k; alors Spec(K) -+ Spec(k) est injectif mais 
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Spec(K Ok k’) --t Spec(K’) ne l’est pas en general. Contre exemple pour 
la propriete d’Ctre ferme: considerons le diagramme 
SPewSI) - Spec(C[& TI) 
1 
f 
1 
f’ 
Spec(C) -- SpecW[Tl) 
f correspondant B I’injection canonique C -+ C[S] ; f est un morphisme 
ferme. Maisf’ applique l’ensemble ferme V((ST - 1)) sur un ensemble 
ouvert; en effet, V(ST - 1) est form6 des ideaux (ST - 1) et 
(S - 4 + (T - B) avec c@ = 1, d’oh f’(V((ST - 1))) est forme 
des ideaux (0) et (T - ,!I) avec fl # 0; done f’(V((ST - 1))) = 
SP~ws~I) - V)I* 
Nous allons maintenant montrer par un contre exemple que la 
propriete d’etre ouvert n’est pas conservee. 
Soit 
A = R[[U, V]]/(tP + V*): 
il s’agit d’un anneau indgre puisque ( U2 + V2) est premier. Cependant, 
A n’est pas integralement clos car si u est la classe de U et o la classe 
de V, alors t = u/v n’est pas dans A, mais ~2 + v2 = 0 entraine que 
t2 + 1 = 0, c’est-a-dire que t est un entier algebrique sur A. On peut 
voir facilement que la cloture integrale de A est l’anneau B = A[t]; 
d’ailleurs, grdce aux relations u = vt et tZ + 1 = 0, on a un isomor- 
phisme B N C[[U]]. C omme B est un anneau local de dimension I, 
X = Spec(B) compte deux elements: le point generique (0) et le point 
ferme correspondant a l’ideal maximal (U). De m&me, S = Spec(A) 
compte deux elements qui sont encore le point generique et un point 
ferme. D’ailleurs le morphisme X -+ S correspondant a l’injection 
naturelle A -+ B applique le point generique sur le point generique et le 
point ferme sur le point ferme, de sorte qu’il s’agit bien d’un morphisme 
ouvert (et mCme d’un homeomorphisme). 
Soit C = A QR C qui est isomorphe a 
C[[U, VII/( u2 + VZ) = C[[U, v]]/(U + iV)(U - iv>. 
On voit aisement que C admet deux ideaux premiers minimaux, 
21 savoir p’ = (U + iv) et p” = (U - iv), et un ideal maximal 
m c = w> + w> = P’ + P”, et que ce sont les seuls ideaux premiers 
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de C. Done Spec(C) = {p’, p”, ntc> oh p’ et p” sont maximaux et m, est 
ferme. 
t t 
A--+C 
t 
t\ATC 
R -+C 
Soit D = B @A C qui est isomorphe B B OR C E C[[v]] OR C; 
alors D est compose direct de deux algebres isomorphes a C[[U]], 
engendrees par e’ = &(I @ 1 + t @ i) et e” = +(I @ 1 - t @ i); done 
D ‘v (W’> 0 (C/P”>. 
Spec (B) 
@ 
f ouvert 
Spec (D) 
@@ 
I 
f’ 
@ - 
Spec (A) 
0 ;a 
Spec (Cl 
Mais f' n’est pas un morphisme ouvert, et nous avons notre contre 
exemple. 
Propri&% universelles 
Une propriete P qui n’est pas conservee par montee peut &tre renforcee 
comme suit: on dit que f est universellement P si f est P et conserve la 
propriete P par tout changement de base. 
Remarquons que la propriete d’etre universellement dominant est 
Cquivalente a celle d’etre surjectif. 
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On dit que f est radiciel sif est universellement injectif. On a d’ailleurs 
la caracterisation suivante: pour qu’un morphisme f = (z/r, 8) soit 
radiciel, il faut et il suffit que # soit injectif et que le morphisme 
0” : K(+(x)) + K(X) fasse de IC(X) une extension YadicieZZe de K(+(x)) 
pour tout x ([G.E.] I, 3.5.8). 
On dit que f est propre si f est universellement ferme, de type fini et 
sCparC. 
Mentionnons enfin le theoreme suivant, dont la demonstration utilise 
essentiellement le Main Theorem de Zariski: 
Pour un morphisme localement de prbentation finie f, il est tquivalent de 
dire que f est un hombomorphisme universe1 ou que f est surjectif,,fini et radiciel. 
B. PropriUs des Modules 
On demontre aisement que les propriCtCs d’etre quasi-coherent, 
coherent, de type fini, de presentation finie, localement libre, sont toutes 
conservees par extension du p&schema de base. 
C. PropriMs des pr&chtmas 
L’experience montre que t&s peu de proprietes des preschemas sont 
conservees par extension du p&schema de base, m&me si on se restreint 
a des preschemas sur des corps, ce que nous allons faire dans ce qui suit. 
Par exemple, la propriete d’&tre noetherien n’est pas conservee. Pour le 
voir, considerons un corps k de caracteristique p non parfait; alors k”-” 
est noetherien tandis que kp-” Ok kp-” ne l’est pas ([B.Alg.] VIII, 7, 
Exer. 21). Cependant, si f : S’ --f S est de type fini, on demontre aisement 
que si le S-preschema X est localement noetherien, alors il en est de 
m&me de x’ ([G.E.] I, 6.3.8). 
La propriete d’etre integre n’est pas conservee: soit X = Spec(K) 
oh K est une extension finie separable d’un corps k et oh n = [K : k] > 1; 
prenons pour k’ une extension galoisienne de k contenant K. Alors 
K Ok k’ est un compose direct de n copies de k’, done n’est pas integre, 
alors que K’ l’etait ([B.Alg.] VIII, 7.3). 
Spec(K) - Spec(K @ k’) 
i 1 
k 
Spec(k) +-- Spec(k’) 
La propriete d’Ctre reduit n’est pas conserde: soit X = Spec(K) oh 
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K est une extension radicielle de k et ou [K : k] > 1; prenons k’ = K; 
alors K Ok K a des elements nilpotents ([B.Alg.] VIII, 7.3) done n’est 
pas reduit. Cet exemple montre aussi que les propriCtCs d’etre regulier 
ou normal ne sont pas conservees. 
Voici un exemple moins trivial que le precedent pour demontrer que 
la propriete d’etre regulier ou normal n’est pas conserde. 
Soit k un corps non parfait de caracteristique p > 2, a E k, a $ kp, et 
considerons P = T2 - SP + a. Comme SP - a est irreductible dans 
k[S] par hypothese, l’anneau k[S, T]/(P) est integralement clos, ou 
encore la courbe X = Spec(k[S, T]/(P)) est normale. Prenons main- 
tenant 12’ = k(al/P); alors sur k’, P s’ecrit T2 - (S - allp)p, ce qui 
montre que la courbe X’ = Spec(k’[S, T]/(P)) a un point de rebrous- 
sement; done X’ n’est plus normale. 
PropriLtt!s “gtfome’triques” 
On renforce une propriett P d’un preschema (sur un corps k) en la 
remplacant par la propriete d’etre “geometriquement P.” Soit X un 
preschema sur le corps k; alors on dit que X est ge’ome’triquement P si X 
conserve la propriete P par toute extension du corps k. 
A ce sujet, on a pour les proprietes P suivantes: &tre reduit, normal, 
regulier, l’importante proposition: ([G.E.] IV, 4.6.1 et 6.7.8) X est 
geometriquement P si et seulement si X a la propriete P et pour toute 
extension alge’briquement close Q de k, X or, 52 a la propriete P. 
De plus ([G.E.] IV, 4.6.1 et 6.7.8), si X est de type fini sur k, X est 
geometriquement P si et seulement si pour toute extension alge’brique 
jinie k’ de k, X @&. k’ a la propriete P. 
En outre, nous avons les criteres suivants: 
Soit X un preschema sur un corps k, soit (Xi) la famille des compo- 
santes irreductibles de X et pour chaque i soit xi point generique de Xi ; 
alors X est geometriquement reduit si et seulement si X est reduit et 
tous les corps residuels K(XJ sont &parables sur k. ([G.E.] IV, 4.6.1). 
Aussi X est geomttriquement irreductible si et seulement s’il est 
irreductible et si k coincide avec sa fermeture separable dans K(X), oti x 
est le point generique de X ([G.E.] IV, 5.9). 
Si k est algebriquement clos, alors les conditions prectdentes sont 
immediatement verifiees et les proprietes en question sont geometriques. 
Ceci est une des raisons pour lesquelles il est commode de travailler 
sur des corps algebriquement ~10s. Une autre raison est la suivante: si X 
est localement de type fini sur un corps algtbriquement clos k, et si un 
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ouvert U de X contient tous les points rationnels (i.e., les points x tels 
que K(X) = k, i.e., les points x qui sont fermes ([G.E.] I, 6.4.2)) alors 
U = X. Car dans le cas contraire, X - U serait un fermi non vide, 
ce qui entrainerait, d’apres nos hypotheses, que X - U contiendrait 
un point ferme, contradiction. On tire de ce fait un pro&de de demon- 
stration. Si on veut demontrer qu’une propriete est vraie de X, on 
demontre que l’ensemble des points ou elle est vraie est ouvert, puis 
qu’elle est vraie de tous les points rationnels de X, et la conclusion 
s’ensuit. 
III. La notion de platitude 
Modules et morphismes plats 
Soit 9 un Ox-Module, ou X est un Y-preschema de morphisme 
structural f. Soit x E X; alors on dit que 9 est f-plat en x si 
5? m- (3 &, T), , (notation de [G.E.] I, 9.1) est un foncteur exact de la 
categoric des Q-Modules dans celle des @,-modules. Notons que quel 
que soit 3, ce foncteur est exact a droite. 
9 est f-plat si 9 est f-plat en tout point x de X, c’est-a-dire si le 
foncteur 3 - F Qo, 9 prenant ses valeurs dans la categoric des 
Ox-Modules est exact. 
On dit que le morphisme f : X + Y est plat si 0, est f-plat, et qu’il est 
plat en x si 0x estf-plat en x. En particulier, sif est un morphisme plat, 
le foncteur f * est exact dans la categoric des (?&-Modules. On dit enfin 
que f est jidilement plat si f est plat et surjectif. Dans le cas de schemas 
affines, on obtient la traduction suivante ([G.E.] IV, 2.1.2). Soient 
f : A -+ B un homomorphisme d’anneaux, et M un B-module; alors M 
est un A-module plat si le foncteur N - M @A N, de la categoric des 
A-modules dans celle des B-modules, est exact. Enfin, M est fidelement 
plat si la condition suivante est satisfaite: une suite de A-modules 
N’+N-tN”estexactesietseulementsiM@N’-+M@N+MQN” 
est exacte. 
La notion de platitude n’etant pas trb intuitive, il sera commode 
d’avoir un grand nombre de cridres de platitude Zt notre disposition. 
Mentionnons d’abord le fait que la platitude d’un Module est une 
propriete ponctuelle: 
9 est f-plat si et seulement si ~57~ est un Of(zj-module plat, pour tout 
x E X. C’est pourquoi nos criteres seront souvent CnoncCs au niveau de 
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I’algebre commutative ([B. Alg. Comm.] I, III, 3 et III, 5; et [G.E.] 0, , 6 
et O,,, , lo); en voici quelques uns: 
Soit M # 0 un A-module; alors 
M libre 2 M projectif = M plat. 
Soit S une partie multiplicative de A; alors S-lA est un A-module plat 
([G.E.] 0, , 6.3.1) t e en particulier tous les A, (p ideal premier de A) 
sont plats. 
Soit A un anneau noetherien local; alors A^  est un A-module fidelement 
plat ([G.E.] 0,) 7.3.5). 
Quel que soit l’anneau integre A, si M est un A-module plat, M est 
saris torsion; inversement si A est un anneau de Dedekind, alors 
([B. Alg. Comm.] I, 2.4): 
M est un A-module plat u M est saris torsion. 
Soit M un A-module: alors ([B. Alg. Comm.] II, 5.2) 
M est plat et de presentation finie t> M est projectif de type fini. 
Soit A un anneau local: alors ([B. Alg. Comm.] II, 3.2) 
M est plat et de presentation finie o M est libre et de type fini. 
Dans I’exemple qui suit, on voit que la propriete de platitude peut Ctre 
difficile a deceler: soit A un anneau local noetherien non reduit, dont le 
radical est n; alors comme A/n n’est pas libre, d’apres notre dernier 
critere, il n’est pas plat; done Xred = Spec(A/n) n’est pas plat sur X, 
bien que f : Xred -+ X soit un home’omorphisme universel. Voici main- 
tenant un theoreme permettant de voir dans certains cas qu’un mor- 
phisme n’est pas plat, et qui a un caracdre “geometrique.” 
ThBor&me. Soit f : X+ Y un morphisme de pkche’mas, ozi: Y est 
localement noethhien et ozi f est de type Jim’. Si f est plat, alors, pour tout 
y  E Y, il existe un voisinage ouvert U de la jibe f-‘(y) tel que 
dim( f-‘(z) n U) es constante pour tous les z d’un voisinage de y. ([G.E.] t 
IV, 14.2.6). 
Importance des morphismes plats 
Disons d’abord que des conditions de platitude et de finitude agissent, 
comme nous le verrons plus tard, comme “liants” lorsqu’on Ctudie un 
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morphisme a l’aide de la famille des Jibres qu’il determine. En d’autres 
termes, on peut, sous certaines conditions ramener les propriettts d’un 
morphisme a celle de ses fibres (bien qu’en passant B la fibre en un pointy, 
on perde enormement de structure si 0, n’est pas un corps). 
Ajoutons que si g : S’ --t S est un morphisme plat et satisfait certaines 
conditions de finitude faibles (i.e., de nature topologique comme d’etre 
quasi-compact), alors de nombreuses proprietes sont conservees par 
descente, tandis que saris hypothese de platitude, c’est rarement le cas. 
11 s’agit maintenant de preciser ces remarques. 
A. PropriMs e’le’mentaires 
Si f et g sont plats, alors gf est plat; si f et g sont fidelement plats, alors glf 
est fidelement plat. 
(ii) Pour tout “carre cardsien” (i.e., x’ = X X r Y) 
X-X’ 
lf b’ 
Y-Y’ 
si f est plat, alors f’ est plat. 
(iii) X~Y~Z 
Si f est fidelement plat et si gf est plat, alors g est plat. 
Pour les preuves, voir [B. Alg. Comm.] I, 2.7. 
B. Propri&% topologiques 
Nous allons d’abord demontrer une proposition cle, dont toutes les 
suivantes seront plus ou moins des corollaires. 
Proposition 1. (“I? I e kvement des gtnkisations.“) Soit f : X -+ Y un 
morphisme plat; soient x E X et y = f (x) E Y. Si y’ est une ge’nkrisation 
de y, alors y’ se rel2ve en une gtne’risation x’ de x. 
Preuve. La conclusion peut s’ecrire: f (Spec(0,)) = Spec(O,), mais 
cela decoule immediatement du fait ([G.E.] 0, , 6.6.2) que si r,~ : A ---f B 
est un homomorphisme local d’anneaux locaux, alors “B plat sur A” 
implique “B fidelement plat sur A.” 
6071313-8 
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Proposition 2. Soit f : X + Y un morphisme plat, et soit Y’ une 
partie fermee irreductible de Y; alors toute composante irreductible de 
f-"(Y) domine Y’. 
Preuve. Soit y’ le point gCnCrique de Y’; alors il suffit ([G.E.] Or, 
2.1.8) de montrer que toute composante irreductible de f -I( Y') ren- 
contre la fibre de y’. Soit x E f -l(Y) le point generique d’une telle 
composante et posons z’ = f(x); alors y’ est une generisation de z’, 
done d’aprb la proposition 1, il existe une generisation x’ de x appar- 
tenant a la fibre de y’, done x’ est necessairement &gal a x. 
Proposition 3. (“p ro on ement des composantes irreductibles.“) Soit 1 g 
f : X --f Y un morphisme plat. Soient Z C Z’ deux fermes irre’ductibles de Y, 
et T une composante irreductible de f -l(Z). Alors il existe une composante 
irre’ductible T’ de f -l(Z) qui contient T. 
Preuve. Soient z et z’ les points generiques de Z et Z’ respectivement. 
Soit t le point generique de T; alors ([G.E.] 0, , 2.1.5) f(t) = x. Comme 
z’ est une generisation de z, x’ se releve en generisation t’ de t, d’apres la 
proposition 1. Mais alors une composante irreductible T’ de f -l(Z’) 
contenant t’ repond a la question. 
Proposition 4. Soit f : X + Y un morphisme plat. Si T est une 
composante irreductible de X, alorsf (T) est une composante irre’ductible de Y. 
Preuve. D’abord, f (T) es une partie fermte irrtductible ([G.E.] 0, , t 
2.1.5) de Y. Si elle n’etait pas maximale, on aurait un ferme irreductible Z 
contenant f (T) proprement. Mais alors, d’apres la proposition 3, T serait 
proprement contenue dans une composante irrtductible T’ de X 
dominant Z’, d’oh une contradiction. 
Nous avons maintenant, comme nous l’avions annonce, une propo- 
sition du type: propriete sur le p&schema de base + propriete sur les 
fibres * propriete sur l’espace: 
Proposition 5. Soitf : X 4 Y un morphisme plat avec Y irreductible. 
Soit y le point g.Mrique de Y et supposons que sa fibre f-l(y) est irre- 
ductible. Alors X est irreductible. 
Preuve. D’apres la Proposition 2, toutes les composantes irreductibles 
de X dominent Y. S’il y en avait plusieurs, chacune aurait un point 
generique appartenent a f-'(y) ([G.E.] 0, , 2.1.8). Mais comme par 
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hypothbe f-r(y) est irreductible, tous ces points generiques doivent 
coincider, ce qui termine la preuve. 
Nous avions fait deja la remarque qu’en general la propriete d’etre 
dominant pour un morphisme n’etait pas conservce par montee. Mais 
maintenant, nous avons la 
Proposition 6. Darts le carre’ cartesien suivant, 
X-X’ 
f-1 -lf’ 
Y'B Y' 
si g est plat et si f est quasi-compact et dominant, alors f’ est dominant. 
Preuve. Faisons d’abord la remarque suivante ([G.E.] I, 6.6.5): Un 
morphisme quasi-compact h : X -+ Y est dominant si et seulement si 
pour tout point maximal y de Y, la fibref-l(y) n’est pas vide. Si y’ est 
un point maximal de Y’, il s’agit de demontrer que f’-‘(y’) # 0. Or 
y = g(y’) est un point maximal de Y, d’apres la proposition 4 et 
[G.E.] 0, ,2.1.5. Par hypothbe sur f, il s’ensuit done que f-‘(y) # 0 ; 
mais d’apres la transitivite des fibres,f ‘-l( y’) = f-‘(y) &,, K( y’) # 0. 
Proposition 7. Dans le carre’ cart&en de la proposition pre’ce’dente, 
si g est plat et si toute composante irrtductible de X domine we composante 
irreductible de Y, alors cette propriete’ de f est transmise a f ‘, i.e., toute 
composante irre’ductible de X’ domine une composante irrtductible de Y’. 
Preuve. Encore d’apres [G.E.] Or, 2.1.5, il suffit de montrer que 
tout point maximal x’ de x’ est applique sur un point maximal y’ de Y’. 
Puisque g est plat, g’ est plat (d’apres (ii)), done x = g’(x’) est maximal 
(d’aprb la proposition 4). Done, d’apres l’hypothtse surf, y T f(x) est 
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maximal dans Y. On est done ramene a une “situation locale,” c’est-a- 
dire qu’on peut supposer X, Y et Y’ locaux. Or nous voulons dtmontrer 
une propriete purement topologique; on peut done supposer X et Y 
reduits, et reconsiderer le car& cartesien initial comme cela est indique 
dans le diagramme suivant: car X” -+ X’ est alors un homeomorphisme, 
ainsi que YPed X r Y’ --+ Y’. 
D’ailleurs, ici g” est encore plat. Done dans cette nouvelle situation, 
X et Y sont locaux et reduits, et y est point generique de Y. 0, est done 
un corps. Done trivialement, f est plat; done f’ est plat aussi, done 
comme x’ est maximal, il en est de mCme de y’ (Proposition 4), et la 
proposition est demontree. 
On sait que si f : X ---t Y est une fonction continue, pour toute 
partie 2 de Y, on af-l(Z) >-t-‘(Z). Mais nous avons: 
Proposition 8. Soit f : X + Y un morphisme plat et soit Z une 
partie de Y de la formeg( Y’) ozlg : Y’ --+ Y est un morphisme quasi-compact. 
Alorsf-l(Z) = f-‘(Z). 
Preuve. On peut se ramener au cas ou g est en outre &pare’. En effet, 
la question &ant locale sur Y, on peut d’abord supposer Y a$ne. 
Comme g est quasi-compact, Y’ est reunion jinie d’ouverts affines Yi . 
Soit Y” le schema somme des Vi , qui est affine et soit g’ : Y” - Y’ le 
morphisme qui, dans chaque Y; , coincide avec I’injection canonique. 
Alors g o g’ : Y” - Y est quasi-compact sipare’ (puisque Y” et Y sont 
affines), et g(g’( Y”)) = g( Y’) = Z. Supposons done desormais g &pare. 
11 existe une image fermee Yr de g, qui est un sous-preschema ayant Z 
pour espace sous-jacent et tel que g se factorise en Y’L Yr - Y 
([G.E.] I, 9.5.3). C eci dit, considerons le sous-preschema X, = f-l( Y1) 
de X, qui a f-‘(Z)’ comme espace sous-jacent. Alors la restriction 
FONDEMENTS DE LA GkOMItTRIE ALGltBRIQUE MODERNE 349 
fi : Xi -+ Y, est encore un morphisme plat, d’oh on peut supposer que 
2 = Y. Formons le car& cartesien ci-dessous. 
Alors g’(X) = f -‘(g( Y’)), ce q ui est toujours vrai dans un car& cartesien 
et exprime le fait que si x E X et y’ E Y’ sont au-dessus d’un mCme point 
de Y, il existe un x’ c X’ qui se projette sur x et y’ ([G.E.] I, 3.4.8). 
Mais alors, il suffit de montrer que g’ est dominant. Or ceci decoule du 
fait que g est dominant et que f est plat, d’apres la Proposition 6. 
Proposition 9. Si f : X + Y est fid?lement plat et quasi-compact, 
alors la topologie de Y est la topologie quotient de celle de X pour la relation 
d’&uioalence dt$nie par f. 
Preuve. 11 s’agit de demontrer que l’image par f d’un ferme sature 
de X dans Y est fermee. Soit done F un fermt sature de X; alors 
F = f-‘(f (F)). 0 n sait qu’il y a un sous-preschema x’ de X ayant F 
pour espace sous-jacent; soit j : x’ -+X le morphisme d’injection; 
alorsg=foj:X --t X est quasi-compact puisque f et j le sont. On a 
done, posant 2 = f(F), f-‘(Z) = f-‘(Z). Puisque f est surjectif par 
hypothese, .?! = f (f -l(Z)) = f(f-‘(2)) = f(F) = 2. 
Remarque. L’hypothese que f soit quasi-compact est ici essentielle; 
en effet, soit Y un preschema et posons 
X = u Spec(0,). 
Alors il est clair que le morphisme induit f : X --t Y est fidelement plat, 
mais que la topologie de Y n’est pas la topologie quotient, en gCnCra1. 
Avant d’enoncer le prochain theoreme, remarquons qu’un morphisme 
fidelement plat n’est pas necessairement ouvert. Par exemple, soit 
Y = Spec(A) un schema affine indgre et soit y le point generique de Y, 
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posons X = Y u $X!C(K(y)); alors le morphisme induit f : x + Y est 
fidtlement plat, mais pas ouvert en general. 
Thkodme 1. Soit Y un prbchema localement noetherien. Soit 
f : X---t Y un morphisme plat et localement de type jini. Alors f est uni- 
versellement ouvert ([G.E.] IV, 4.6). 
Preuve. Nous n’en donnerons que les grandes lignes. 
(1) On montre qu’il suffit de prouver que f est ouvert. 
(2) La question &ant locale, on est ramene au cas affine: 
Y = Spec(A), X = Spec(B), A, B noetheriens et f de type fini. 
(3) Dans un espace noetherien, on appelle ensemble constructible 
toute reunion finie d’ensembles de la forme U n CV, oti U et V sont des 
ouverts dans X ([G.E.] On,, 9.1.3). Or on a le The’ordme de Chevalley 
([G.E.] IV, 1.8.5): 5’ oient Y un sche’ma ajine noetherien et f : X + Y un 
morphisme de type jini. Si C est constructible dans X, alors f(C) est 
constructible dans Y. 
On a en outre le 
Lemme. Si Y est un espace noethbien et si C est constructible, alors, 
C est ouvert si et seulement si pour tout y E C et toute ge’nhisation y’ de y, 
on ay’ E C ([G.E.] O,,, , 9.2.5). 
(4) Soit U un ouvert de X; alors il est constructible; done d’apres 
le theoreme de Chevalley, f (Cl) est constructible; mais d’aprb le 
theoreme de relevement des generisations, f(U) satisfait a la condition 
du lemme. Done f (U) est ouvert. 
Th6orGme 2. (“Theordme deplatitude generique.“) Soient Y un. pre- 
schema integre noetherien et 71 le point g.k%ique de Y. Soit f : X + Y un 
morphisme de type jini et soit F un O,-Module coherent. Alors il existe un 
voisinage ouvert U de 7 tel que F 1 f-'(U) soitplat sur U ([G.E.] IV, 6.9.1). 
Preuve. Nous n’en donnerons encore que les grandes lignes. 
(1) On se ram&e d’abord au cas ou Y est affine: Y = Spec(A), 
avec A noetherien et integre. 
(2) Comme f est de type fini, X = WE, Xi oti les Xi sont des 
ouverts affines. Mais si on suppose demontre le theoreme dans le cas 
ot X et Y sont tous deux affines, pour chaque i = 1,2,..., n, on aura un 
voisinage ouvert Ui de q avec les conditions voulues. Alors le voisinage 
U = n?=r Ui repondra a la question dans le cas general. 
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(3) On est done ramene au cas suivant: X = Spec(B), Y = Spec(A) 
et 9 = a oh A est integre noetherien, B est une A-algebre de type fini 
et M est un B-module de type fini. Dans ces conditions, on va demontrer 
qu’il existe dans A un Clement t # 0 tel que M, soit un At-module 
Zibre. (Alors le voisinage cherche sera D(t) = Spec(A,) dans Spec(A)). 
Nous allons maintenant donner les grandes lignes de la preuve de ce fait. 
(4) Soit K le corps des fractions de A. Nous allons examiner 
l’anneau B @A K (ce qui correspond geometriquement a la fibre gene- 
rique, oti K = K(V)), et le (B @)A K)-module de type fini M BA K. 
On Climine d’abord le cas oh M OR K = 0: car alors M est un A-module 
de torsion et un B-module de type fini, done il existe un t E A tel que 
tM = 0; on en deduit aisement que M, est nul done libre. 
Done nous supposons Supp(M @A K) non vide (rappelons que le 
support de M BA K est l’ensemble des x E Spec(B @A K) tels que 
(M BA Q # 0), et le raisonnement se fait par recurrence sur 
n = dim(Supp(M OR K)). 
Or nous avons la proposition suivante ([B. Alg. Comm.] IV, 1.4): Si C 
est un anneau noethkien et si N est un C-module de type $ni, alors il 
existe une suite (pi) d’idkaux premiers de C et une suite de composition 
N=N,IN,3-**IN,=(O) telle que pour i=O,...,r-1, 
N,IN,+l - C/P, . 
Si nous appliquons ce theoreme, nous aurons une suite d’ideaux (p,) 
de B, et une suite de composition M = M, 3 MI 3 *** 3 M, = (0) 
dont les quotients sont respectivement isomorphes aux B/p, . 
(5) Supposons que le theoreme soit vrai pour les quotients M,/M,+, ; 
alors, pour chaque i, il existe un ti E A tel que (Mi/Mi+l)li est libre sur 
A,< . Par recurrence descendante, le thCor&me est vrai pour M; en effet, 
si (M,+l), est libre sur A, , alors comme 
est exacte et que (Mi+l)fti et (Mi/Mi+l),,i sont libres sur Aft6 , cette suite 
est scindee, done (Mi),,< est libre sur Atti . 
(6) On est done ramene a demontrer le theoreme dans le cas oh 
M = B/p oh p est un ideal premier de A. D’ailleurs, si on remplace B 
par B/p dans les hypotheses (debut de (3)), rien n’est change sauf qu’on 
ajoute l’hypothbe que B/p est integre. On peut done se ramener au cas 
oh M = B et B est integre. 
Or nous avons le lemme de normalisation de E. Noether 
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([B. Alg.Comm.1 V, 3): Soit un anneau A int2gre et B une A-algebre integre 
de type jini; alors il existe un t!lt%aent g f 0 duns A, et des elements a@- 
briquement independants sur A [ TI , . . . , T,] tels que B, soit jki SW son sous- 
anneau C = A,[T, ,..., Tn]. 
(7) Comme A, definit un voisinage affine D(g) de 71 et qu’on est 
toujours dans une situation locale, on est ramene au cas oti B est finie sur 
C = A[T, ,..., Tn]. 
I1 est clair que dans ce cas B est un C-module saris torsion de type 
fini; on a en outre dim(Supp(C 0, K)) = dim(Supp(B @A K)) = n. 
Si L designe le corps des fractions de C, alors B Qc L est un espace 
vectoriel de rang fini h sur L; on sait m&me qu’il existe une base de 
B oc L sur L formee de h elements de B; cela implique done qu’il existe 
une suite exacte 
ou M’ est un C-module de torsion. Mais, de cette suite exacte, on tire, 
quel que soit t # 0 dans A, une suite exacte 
o+(C~)~+B~+ M;+O 
Or le theoreme est trivialement vrai pour (Ch)l ; done par un argument 
semblable B celui du (5), il suffit de prouver le theoreme pour M’; mais 
M’ est de torsion, comme B-module. Par suite ([G.E.] I, 7.4.6), Supp(M’) 
ne contient pas le point generique de C, et on en conclut que 
Supp(M’ @A K) ne contient pas le point generique de Supp(C @A K); 
c’est done une partie fermee ([G.E.] 0, , 5.2.2) de Supp(C mA K) qui ne 
contient pas le point generique, d’oti dim(Supp(M’ mA K)) < n et le 
theoreme est demontre par recurrence. 
ThGor&me 3. Soit Y un presche’ma localement noetherien, soient 
f : X--j Y un morphisme de type jini et 3 un O,-Module coherent. Alors 
l’ensemble U des x E X tels que Fz est plat est ouvert. En outre, 
f (U n SUPPW) es ouvert duns Y. ([G.E.] IV, 11.1.1). t 
Preuve. Nous n’en donnerons que les grandes lignes. 
D’abord la derniere conclusion est une consequence immediate de 
la premiere conclusion et d’une variante du Theo&me 1. Pour la 
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premikre assertion, comme les hypotheses et la conclusion sont de 
nature locale, on est ramenC au cas oh Y = Spec(A), A noetherien, 
X = Spec(B), B une A-algkbre de type fini et g = li?I, M un B-module 
de type fini; il s’agit de demontrer que si q est un ideal premier de B, 
p son image reciproque dans A, si Ma est un A-module plat, alors il 
existe ung # q (i.e., ung tel que q E D(g)) tel que sig $ q’ (i.e., si q’ E D(g)) 
alors M,, est un A-module plat. On peut en outre se borner au cas oh 
q’ 3 q, en raison du critere ([G.E.] O,,, , 9.2.6) qui dit que U est ouvert 
si et seulement si, pour toute partie fermee irreductible Y de X ren- 
contrant U, Y n U est dense dans Y. 
Pour cela, on utilise un critere de platitude ([G-E.] O,,, , 10.2.1) 
(compte tenu de ce que pB,, C q’B,,): la demonstration revient alors 
a ceci: sachant que M,/pMq est un (A/p)-module plat, et que 
Torf(M, , A/P) = 0, P rouver qu’il existe un g $ q tel que quand 
g 4 q’, alors M,,/pM,, est un (A/p)-module plat et Tor;“(M,, , A/p) = 0. 
Or on verifie aisement que Tor$(M, , A/p) et Tor:(M,, , A/p) s’iden- 
tifient respectivement a (Tor:(M, A/p)), et (Tor:(M, A/p)),, . 
I1 est done suffisant de prouver qu’il existe un g 4 q tel que 
(I) (M/p&Z), est un A/p-module plat et 
(2) (TorW, A/P)), = 0. 
Mais, d’aprb le theoreme de platitude generique (qu’on peut main- 
tenant appliquer puisque A/p est integre), il existe un voisinage ouvert 
D(g,) de q tel que (M/PM),~ est un A/p-module plat; en second lieu, on 
vCrifie aiskment que Tor;d(M, A/p) est un B-module de type fini, done, 
comme par hypothese (Torf(M, A/p)), est nul, il existe un voisinage 
D(t) de q tel que (Torf(M, Alp)), = 0. 
11 suffit de prendre alors g = git et le theoreme est dtmontre. 
Cm-act&e ‘<liant” de la platitude 
Nous allons maintenant examiner quelques resultats sur les mor- 
phismes f : X-t Y de preschemas, mettant en relation des proprietes 
du preschema de base et des fibres, avec des proprietes de X. Au- 
paravant, rappelons que si f : X --f Y est un morphisme plat, alors pour 
chaque x E X, 0, est fidelement plat sur O,(,) , ce qui implique que 
Offr) peut &tre consider& comme un sous-anneau de 0, ([G.E.] 0, ,6.7.8); 
et aussi, que si f est fidelement plat, alors pour chaque x E X, le mor- 
phisme canonique Spec(Q,) + Spec(B,b,) est surjectif. 
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A. Proprie’tes de X z- proprit%t% de Y 
Proposition. Soit f : X + Y un morph&me fidelement plat. 
(1) Si X est localement noetherien, Y est localement noethe’rien. 
(2) Si X est re’duit, Y est re’duit. 
(3) Si X est integre en tout point, Y est integre en tout point. 
(4) Si X est normal, Y est normal. 
(5) Si X est regulier, Y est regulier. 
Preuves. 
(1) La question Ctant locale, on peut supposer X = Spec(B) et 
Y = Spec(A). La conclusion suit alors du fait ([B.Alg.Comm.] I, 3.5) 
que si B est noetherien et fidelement plat sur A, alors A est noetherien. 
(2) 11 s’agit de montrer que pour chaque x E X, 01(Z) n’a pas d’ClC- 
ments nilpotents, mais ceci est trivial puisque Lnl(,) C 8, . 
(3) Demonstration semblable a celle de (2). 
(4) Par hypothese, A = cOftx) C B = 0, et B est integralement clos 
dans son corps de quotients L. Soit K le corps des quotients de A et 
soit x E K entier sur A; alors a fortiori z est entier sur B, done on peut 
Ccrire que z E B n K. Or le fait que B est fidelement plat sur A entraine 
que B n K = A ([B.Alg.Comm.] I, 3) done z E A. 
(5) La preuve de (5) est difficile et le lecteur la trouvera dans 
[G.E.] Or,, 17.3.3. 
B. Proprie’tes de Y + proprietes des fibres => propri&t% de X 
Rappelons d’abord (p. 336) que si y = f(x), alors 
X, = f-‘(r) = X x Y Spe+(y)) et G+ = ~x,~/~@x,~ . 
Supposons maintenant que X et Y sont localement noethbiens. Alors, 
on demontre que pour un morphisme f : X -+ Y quelconque, 
dim 0, < dim Lol, + dim Q%+ (G.E.] Orv , 16.3.9) 
Les demonstrations de ce fait et de la proposition suivante seront 
trouvees dans le chapitre IV des Elements de Grothendieck. 
Proposition. Soitf : X + Y un morph&me plat. Alors 
(1) dim 0, = dim 0, + dim Ox,+ ([G.E.] IV, 6.1.2) 
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(2) Si Y est re’duit en y et si X, est re’duit en x, alors X est re’duit en x 
([G.E.] IV, 3.3.5). 
(3) Si Y est normal en y et si X, est normal en x, alors X est normal 
en x ([G.E.] IV, 6.5.4). 
(4) Si Y est rbgulier en y et si X, est rLgulier en x, alors X est rbgulier 
en x ([G.E.] O,, , 17.3.3). 
Nous remarquons que cette proposition ne dit rien pour la propriete 
d’etre localement indgre; nous allons indiquer comment on peut 
construire un contre exemple dans ce cas. 
Considerons une “cubique a point double” Y = Spec(A) ou, 
A = R[S, T]/(S(S2 + T2) + (S2 - T2)); 
alors on sait que cette courbe a un point double y a l’origine. Soit A’ 
la cloture integrale de A dans son corps de quotients et posons 
X = Spec(A’). 0 n en deduit naturellement un morphisme f : X--t Y 
et en outre ([D.] p. 369-371) X est regulier et possede deux points 
au-dessus de y; designons-les par x’ et x”. 
Soient fi : X, --t Y et f2 : X2 -+ Y deux copies de f : X--t Y, et 
recollons X, et X2 en identifiant xi avec XL , et xl avec xl . Pour effectuer 
ce recollement, on prend X = Spec(B), oh 
B = ((al , a2) I 44 = 4(a2) et E;(q) = 4(a2)) 
est un sous-anneau de A; x AL, A;, A; isomorphes a A’, E; et & homo- 
morphismes de A; sur son corps residue1 en l’ideal maximal correspondant 
a xi . Le morphisme f : X 4 Y obtenu est plat (et m&me &ale), mais bien 
356 JEAN DIEUDONNfi 
que Y soit integre en y et que 2Tv soit integre en x’ et en x’, X n’est pas 
integre en x’ ni en xn. 
C. Proprihte’s des f, a prop&t& def 
Soient X et Y deux S-preschemas et f : X --;, Y un S-morphisme. 
Alors, pour chaque s E S, f induit un morphisme f, : g-l(s) + h-l(s). 
f 
X -Y 
Un des avantages a considerer les f, est qu’il s’agit de morphismes de 
preschemas sur des corps. On remarque aussi que pour y E h-l(s), 
f-‘(r) = e(Y). 
On a le theoreme suivant (pour la preuve, voir [G.E.] IV, 11.3.8). 
ThBorBme. Si X et Y sont localement noethbiens, si g et h sont plats 
et de typeJiG, et si tous les f, sont plats, alors f est plat. 
Morphismes lisses et morphismes e’tales 
Dkfinition. Un morphisme est re’duit (resp. normal, rkgulier) s’il est 
plat et si ses jibres sont gkome’triquement re’duites (resp. gkome’triquement 
normales, ggomktriquement rkguliires). Un morphisme est lisse s’il est 
rkgulier et localement de prkentat&.w jinie. Un morphisme est &ale s’il est 
lisse et localement quasi-Jini. 
On dtduit de ce qui precede que si X et Y sont localement noetheriens, 
si g et h sont plats et de type fini et si tous les f, ont une des proprittes 
precedentes, alors f a aussi cette propriete. 
Soit f : X -+ Y un morphisme &tale et soit y E Y; alors la fibref-l(y) 
est localement quasi-finie done formee de points isol&; de plus, si 
Y = f(x), G,,z est un corps (Cgal a K(X)) et ce corps est fini et separable 
SW K(y). 
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Lorsque f est un morphisme &ale fini, on dit que X est un reve”tement 
e’tale de Y; on a alors les theoremes suivants: 
ThBorBme. Soit X un reve”tement e’tale de Y et pour chaque y E Y, 
soit n(r) = I&-q/) [K(X) : 4Y)l 1 e nombre ge’ome’trique de points de la 
fibre. Si Y est connexe, alors n(y) est constant ([G.E.] IV, 18.2.8). 
Theor&me. ([G.E.] IV, 17.6.3). Si X et Y sont localement noethhiens, 
si f est localement de type fini et si pour un y = f(x), K(X) = IC( y), alors f 
est &ale en x si et seulement si 8jz ‘v 6, , 
En outre, on a la relation suivante entre les proprietes d’Ctre lisse et 
d’etre &ale: soit f : X -+ Y un morphisme lisse et soit y = f(x) E Y, 
alors il existe un voisinage V de x et un voisinage affine U = Spec(A) de 
y tels que f( V) C U et que le morphisme induit f U, y par f sur ces voisinages 
peut se factoriser en fu,y : V 3 Spec(A[T, ,.,., T,]) % U = Spec(A) 
ou h est un morphisme &ale et g est le morphisme structural (lisse) 
([G.E.] IV, 17.11.4). 
PropritWs e’lementaires de descente jidelement plate 
Dans le car& cartesien 
,BIXf 
i 1 
f f’ 
s ‘B S’ 
nous allons examiner quelques proprietes de f ‘, de x’ ou d’un 9x,- 
Module qui sont conservees par descente. Faisons une fois pour toutes 
l’hypothese que g est fidelement plat et quasi-compact; l’hypothese que g 
est quasi-compact permet de ramener les raisonnements au cas ou S’ 
est affine ([G.E.] IV, 2.2.12). 
A. Proprietes des Modules 
Les proprietes suivantes sont conservees par descente: 
Exactitude des suites 
Type fini 
Presentation finie 
Localement libre ([G.E.] IV, 2.5.2) 
Les demonstrations sont toutes tres simples; par exemple, en ce qui 
concerne la premiere propriete, c’est la definition m&me de la fiddle 
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platitude. Comme autre exemple, regardons la propriete d’etre de type 
fini; d’abord, comme g est quasi-compact, nous sommes ramenes au cas 
affine; nous avons un morphisme d’anneaux A + A’ faisant de A’ un 
A-module fidelement plat, nous avons un A-module il4 et nous savons 
par hypothese que M’ = ll4 0, A’ est de type fini; a prouver: M est de 
type fini. Soient t; ,..., tk un systeme de generateurs de 44’; comme 
pour chaque i = I,..., n, t; E M @A A’, on peut Ccrire tl = xi tij @ a;j , 
avec tij E iI4, aij E A’; on obtient ainsi un certain nombre N d’elements tij 
de M; nous allons montrer que la suite 
AN&M-O (*I 
est exacte, oh h applique l’element unite de chaque copie de A sur un 
des tij . Mais la suite tensorisee 
AfN = AN@A’+M’ = &?@A’+0 
A A 
est Cvidemment exacte; done par fiddle platitude, la suite (c) est exacte. 
On trouvera la demonstration pour la propriete d’etre de presentation 
finie dans [B.Alg.Comm.] I, 3.6. Quant Q la derniere propriete, elle est 
trivialement conservee, par fiddle platitude. 
B. Proprie’tt!s des morphismes 
La plupart des proprietes des morphismes sont conservees par des- 
cente; en effet, c’est le cas des suivantes: 
;$?tf/ [G.E.] IV, 2.6.1 
Ouvert 
FermC 
[G.E.] IV, 2.6.2 
Universellement ouvert 
Universellement ferme 
Universellement bicontinu 
Homeomorphisme universe1 
Quasi-compact 
Quasi-compact dominant 
[G.E.] IV, 2.6.3 
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SCparC 
Localement de type fini 
Localement de prCsentation fini 
Type fini 
Propre 
Isomorphisme 
Immersion ouverte 
Immersion fermCe 
Affme 
Fini 
Quasi-fini 
Plat 
Lisse 
Etale 
[G.E.] IV, 2.7.1 
Cependant, parmi les rares propriCtCs qui ne sont pas conserdes, on 
trouve 
Projectif 
Quasi-projectif 
Immersion locale 
Encore une fois, les dCmonstrations sont toutes assez faciles; par 
exemple, dCmontrons que la propriCt6 d’Ctre ouvert est conservbe. 
LX’ 
i 1 
f f’ 
s yy-- S’ 
Par hypothbe, f’ est ouvert. Soit U un ouvert de X; alors g’-‘(U) est 
ouvert, done f '( g'-'( U)) es t ouvert. Mais ([G.E.] I, 3.4.8) f '( g'-'( U)) = 
g-Yf(W, 9 ce ui est done un ouvert saturb. Done, d’aprb la Proposition 9 
(p. 349) appliquCe & g, f (U) est ouvert. 
Platitude en cohomologie 
Dans cette section, nous ne ferons que quelques remarques qui 
illustrent l’avantage des hypothbes de platitude dans la thCorie de la 
cohomologie. Dans le contexte qui nous intkresse, par cohomologie, 
nous entendrons la cohomologie de Zariski des Ox-Modules cohbrents 
([G.E.] Om , 12.1). 
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Comme premiere observation, disons qu’en general la cohomologie 
“ne se monte pas.” 
Un des problemes centraux en cohomologie est la question des images 
directes: soient f : X + Y un morphisme quasi-compact et &pare de 
preschemas et F un Ox-Module quasi-coherent; alors f.+ : 3 -f.+(F) 
est un foncteur additif de la categoric abelienne des Ox-Modules quasi- 
coherents dans celle des O,-Modules quasi-coherents. On definit alors 
les foncteurs derives a droite Rqf*(F), 9 3 0 de f* et on demontre 
([G.E.] III, 1.4.10) qu’ils sont quasi-cohhents. 
Comme nous I’avons dit plus haut, la cohomologie ne se “monte” pas 
par un changement de base quelconque, et les relations entre les Rnf,(R) 
xc-,‘Y’ 
If lf’ 
YL Y' 
et les @f;(Y) ne s’expriment qu’en termes de suites spectrales ([G.E.] 
III, 6). Mais si l’on suppose que le morphisme g est plat, alors la situation 
est considerablement simplifiee et la cohomologie se transporte, c’est-a- 
dire que pour Q > 0, on a les relations ([G.E.] III, 1.4.15). 
Considerons le changement de base qui consiste a passer a une fibre. 
Chaque fy donne lieu a un foncteur (fs)*(Fs) et a ses foncteurs derives 
wfs)*(~). 
Si l’on suppose que les Ruf,($) sont des 0,-Modules plats (4 > l), 
alors on a la relation (Ls),(FJ = (f*(S)), ([G.E.] III, 6.9.9). 
Nous terminons ce chapitre par un theoreme sur les morphismes plats, 
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consequence du theoreme de platitude generique, et qui est un resultat 
technique tres utile. Sa demonstration facile est laissee comme exercice. 
ThBorBme. Soient X et Y des prbche’mas noethe’riens et f : X -+ Y 
un morphisme. 
Alors il existe une partitionJinie de Y 
ozi les Yt sont localement fermks, telle que pour tout i, le morphisme 
fi : f -‘(( y,)rkd) - (Y&d 
induit par f est un morphisme plat. 
IV. Limites projectives de prkchkmas 
Limites inductives d’anneaux et limites projectives de prkschkmas 
Lorsque nous parlerons de limites projectives de preschemas, il s’agira 
toujours de limites projectives jiltrantes, ce qui est d’ailleurs suffisant 
dans les applications. 
11 est nature1 de commencer par le cas affine, et c’est ce que nous ferons. 
Nous sommes done ramenes au cas classique de limites inductives 
d’anneaux. 
Soit (A, {Q~},& ou qOol : A, --t A, , un systeme inductif d’anneaux; 
alors on sait qu’il existe un anneau 
A = lim A, ----f 
et des homomorphismes canoniques ya : A, + A. Pour 01 < fl, denotons 
par u,~ : X,-+X, le morphisme de spectres correspondant a 
~~~ : A, --+ A, , et par u, : X + X, le morphisme canonique corres- 
pondant a qua , ou on a pose X = Spec(A). Alors, (X, , u,~) forme bien 
un systeme projectif dont X est la limite projective, dans la categoric 
des spectres. Mais X est-il la limite projective de (X, ZQ) dans la cate- 
gorie des espaces annelks ? D’abord, du point de vue topologique, si T 
designe la limite projective des espaces topologiques sous-jacents aux X, 
([B.Top.GCn.] I, 4.4), 1 a ors T est homeomorphe a l’espace topologique 
607/3/3-g 
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sous-jacent a X; en plus on demontre qu’il y a isomorphisme d’espaces 
annelks: 
Syst?mes project+ plus gtne’raux 
Pour notre usage, il suffira de considerer des systemes projectifs du 
type suivant: d’abord, supposons que notre ensemble d’indices h, p,... 
possede un plus petit Clement a; soit maintenant (S, , UJ un systGme 
projectif de spectres d’anneaux A,, et soit X, un S,-p&schema. Nos 
systemes projectifs (X, , uxU) seront du type 
Soit S = l&i S, et u,~ : S + S, les morphismes canoniques; posons 
x=x,x, S et ZI,, = 1 x Us : X -+ X, . Alors il y a une application 
naturelle X 2 I& X, et on demontre aisement que c’est un iso- 
morphisme d’espaces annelks ([G.E.] IV, 8.2.14). 
En outre, les morphismes X, + X, et X + X, sont affines ([G.E.] II, 
1.6.1). 
Avant d’aborder la theorie proprement dite relative aux limites 
projectives de preschemas, illustrons par quelques exemples son utilite. 
Le type de theoremes auxquels nous serons principalement interesses 
est le suivant: 
ThBorL?me type (2’): Proprie’te’ P du prhchbma &mite X 5 P valide 
pour X,, , pour un certain A asset grand. 
Premihe application. Soit f : X 4 Y un morphisme de preschemas, 
ou Y est affine d’anneau A, et soit y E Y; nous avons deja fait la remarque 
que le spectre local en y est beaucoup plus petit que tout voisinage 
ouvert de y. Supposons maintenant qu’une propriM P est connue de 
f-l(Spec(8,)) = 2. 0 n sait que Spec(0,) peut Ctre consider-e comme la 
limite projective des voisinages de y; plus precisement, on peut Ccrire 
Spec(0,) = 5 U, 
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correspondant a 
ou les anneaux A 1 sont les anneaux de fractions A[l/t], t E A, D(t) 
parcourant un systeme fondamental de voisinages de y. Posons 
X, = f-‘( U,); alors il est clair que 2 = I@ X, , et que les X, forment 
un sysdme projectif du type decrit plus haut. A l’aide d’un theoreme 
du type (T), nous pourrons deduire de la validite de la propriete P de 2, 
sa validite pour un voisinage convenablef-I( Vu) de la fibre de y. 
Par exemple, supposons que Y soit integre et que y est son point 
generique. Alors 0, = R(Y) est le corps des fonctions rationnelles et, 
a partir de proprietes de la fibre en y, “fibre generique” qui est un 
preschema sur un corps, on pourra deduire ces proprietes pour I’image 
reciproque d’un voisinage de y. 
Plus particulierement, supposons Y = Spec(Z); alors R(Y) = Q (le 
corps des rationnels) et chaque ouvert U, peut Ctre consider& comme 
complementaire d’un ensemble fini de nombres premiers; supposons 
Ctablie une propriete de la fibre generique (done d’un preschema sur le 
corps Q); alors a l’aide d’un theoreme du type (T), nous pourrons deduire 
de la validite de cette propriete de la fibre generique, la validite de cette 
propriete pour les fibres sur “presque tous” les nombres premiers p. 
Deuxieme application. Supposons que Y = Spec(k) oh 12 est un 
corps extension d’un corps k, . Soit (k,) une famille de corps inter- 
mediaires k 3 k, 3 k, de type fini sur k, et de reunion k; on a done 
k = l$ k, . Alors, au moyen d’un theoreme du type (T), on peut 
deduire d’une propriete d’un preschema sur une extension quelconque 
de k, , cette mCme propriete pour le p&schema correspondant sur une 
certaine extension intermediaire de type fini k, de k. 
Troisieme application. Cette application permettra plus tard d’eli- 
miner les hypothbes noetheriennes. Soit Y = Spec(A); alors A est 
une Z-algebre et on a 
A = lim_Z[a,, ,..., a,J 
OLTl {aa ,...) u,,~) est un ensemble fini d’elements de A; chaque terme 
Z[aal ,***, a+] est done une algebre de type fini sur Z, “intermediaire” 
entre Z et A. On peut done comme dans l’exemple precedent, deduire 
de la connaissance de proprietes d’un preschema sur A, certaines 
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proprietes du preschema correspondant sur Z[ao, ,..., auk]. Ceci permet 
souvent, comme le souhaitaient Kronecker et Weil, de ramener certaines 
questions ?r des proprietes des algebres de type tini sur Z. 
Digression SW les anneaux excellents 
(a) Soit A un anneau integre noeth&ien; alors en general la cloture 
integrale n’est pas tinie sur A, ni noetherienne. 
(b) Si maintenant A est local, alors en general l’operation qui con- 
siste a prendre le complete A de A ne conserve pas la propriete d’etre 
reduit, ni d’etre integralement ~10s. 
(c) Six = Spec(A), 1 a ors en general l’ensemble des points reguliers 
de X n’est pas ouvert, non plus que l’ensemble des points normaux. 
Or Zariski avait remarque que si A est une algebre de type fini sur un 
corps ou un localise d’une telle algebre, alors on peut repondre par 
l’affirmative aux questions (a), (b) et (c). Nagata a mCme demontre qu’il 
en est de m&me des algebres de type fini sur les entiers et ou sur des 
anneaux locaux noetheriens complets. Ces classes d’anneaux sont 
contenues dans une classe d’anneaux caracterisee par Grothendieck, 
qu’il a appeles anneaux excellents ([G.E.] IV, 7.8.2); ceux-ci ont la pro- 
priete de repondre par I’affirmative aux questions (a), (b) et (c). 11 est 
clair que les anneaux de la geometric algebrique classique sont excellents. 
Dans cette optique, revenons a l’exemple de la cubique a point double 
E’ = Spec(K[S, T]/(S(F + T2) + (S2 ~ P))); 
nous avions “normalise” cette courbe en prenant X = Spec(A’) on A’ 
etait la cloture integrale de 
A = K[S, T]/(S(S2 + T2) + (S2 - T2)); 
or on remarque que A’ est integre mais qu’il possede deux idcaux 
maximaux. Ceci est un cas particulier du the’ordme suivant ([G.E.] IV, 
7.6.2): 
Si A est un anneau local intt?gre (done un seul ideal minimal (0) et un 
seul ideal maximal) excellent, alors A’ possbde un seul ideal minimal (0) 
et en g&nkal plusieurs idkaux maximaux q1 ,..., q, ; quant ci A ,^ il possbde 
un seul idkal maximal et en ge’nt%al plusieurs idkaux premiers minimaux 
Pl 3***, P 12 ; en outre n = m. 
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On remarque que la troisikme application du passage & la limite 
projective permet souvent de ramener 1’Ctude des prCschCmas sur un 
anneau quelconque au cas oh l’anneau est excellent. 
Proprie’tts des limites projectives 
A. Passage 2 la limite pour les propritWs des Modules 
Pour simplifier, nous supposerons tous les prCschCmas aRines, la 
gCnCralisation aux prCschCmas quelconques &ant toujours une question 
de recollements faciles mais fastidieux. Nous sommes done dans la 
situation suivante: 
On a un systhme inductif (A,) d’anneaux, un Am-module M, (a ktant le 
plus petit indice), et on pose M;, = ME Ba, A, pour h > CL De plus, 
si A = lim A,, alors M = lim Mh = M, ma, A, ce qui rksulte de la 
permuta&C des opCrations 2 produit tensoriel et de limite inductive. 
1. Descente des Horn 
Proposition 1. Supposons que les A,-modules M, et N, soie-nt tous 
deux de prtsentation jinie; alors l’ensemble des Horn&M, , N,J forme un 
systbme inductif tel que l’homomorphisme canonique (dont la composante 
pour chaque h est Us 
est un isomorphisme. 
-Us @ 1) lir$Hom,A(M,, NJ) -+ Hom,(M, N) 
Remarque. 11 s’agit bien 19 d’un thCor&me du type T car il nous dit 
que tout A-homomorphisme M + N provient d’un A,-homomorphisme 
MA + N,, unique, pour un h assez grand. 
Preuve. Par la propriCtC universelle du produit tensoriel, on est 
ramenC 8 dkmontrer que 
(avec un des modules fixe) est un isomorphisme. 
Par hypothcse, on a deux entiers m et n tels que la suite 
A,“’ -+ A,” -+ M,-+O 
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soit exacte. Alors on a le diagramme commutatif, pour chaque h 
o --+ Hom,a(M, , NJ -+ Hom.+(AZ , NA) -+ Horn&G, NA) 
0 -----f Hom,&Mw, IV) -+ Hom,a(Az, IV) - Hom.&C, N) 
d’oh le diagramme commutatif 
0 ---+ lim Hom,&Mw, NJ -+ iii Hom,n(Az, NJ -+ hm Hom,a(Ar, NJ 
7 19 
A 
1 
A 
IL 
1 
x 
0 --- Hom.&K , N) --+ HomAol(AE, N) --+ Hom,&Ay, N) 
Or il est clair que # et x sont des isomorphismes. v est done aussi un 
isomorphisme. 
2. Descente des suites exactes 
Proposition 2. Soient Me , N, et P, des A,-modules de prhentation 
jinie. Considhrons la suite (pas ne’cessairement exacte) 
et supposons que par passage c? la limite, la suite 
M-SN-II-,P--0 
soit exacte. Alors il existe un X tel que 
soit exacte. 
Preuve. Posons Qa = Coker(M, + N,) et Q,, = Coker(M, -+ NJ. 
OnaQA=Q,C3+AAp ar exactitude a droite du produit tensoriel. Alors 
par hypothbe, lz QA N P. Done, en vertu de la proposition prCcC- 
dente, il existe un h tel que QA Eli P, , done V~ sera le conoyau de Us , ce 
qui termine la preuve. 
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Remarque. La proposition precedente ne serait plus exacte 
sans hypotheses supplementaires, si on y remplacait les suites 
M,+N,+P,+OpardessuitesdutypeO+M,+N,+P,. 
3. The’ordme d’existence 
Proposition 3. Soit (An) un systtme inductif d’anneaux, de limite 
inductive A. Supposons don& un A-module M de prksentation jinie. Alors 
il existe un X et un A,,-module MA de prbsentation jinie tels que 
MzM,@,,A. 
Remarque. Cela revient a dire qu’on a a isomorphisme p&s 
oh les M,, sont obtenus comme avant, par tensorisation de Mh avec les A, , 
p 2 A. 
Preuve de la Proposition. Comme M est de presentation finie, on a 
M ‘v An/R pour un certain entier n et un An-module R de type fini. 
Soient t, , t, ,..., t, E An les generateurs de R; alors comme An = 
1% A: , chaque ti provient d’un tiA E A: pour un h assez grand et 
comme les t, sont en nombre fini, on peut choisir un h tel que tiA E A: 
pour tous les ti . Posons MA = AylR, oh R,, est le A:-module engendre 
par les tiA ; M,, est done de presentation finie. On a alors 
MA @ A = An/Im (R,+ @ A) = An/R N M, 
AA AA 
ce qui termine la preuve. 
B. Propriktt% des Modules 
Les trois propositions precedentes sont aussi vraies dans le cas de 
faisceaux. En effet, dans la situation d&rite par le diagramme 
Xl< X 
1 
f 
1 
,A=limAi 
- 
S = Spec(A,) +-- S = Spec(A) 
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oti X, est un schema quasi-compact, on demontrerait tout aussi bien les 
propositions precedentes en remplacant ~74, N par des Ox-Modules .F 
et 9, et N, , iVIa par des 9, -Modules sU , ??a quasi-coherents et de a 
presentation finie. 
C. PropriMs des morphismes 
Proposition 4. C onsz ‘d hens la situation d&rite par le diagramme 
S, = Spec(A,) A S = Spec(A) 
ou S, X, Y, f sont les limitesprojectives des S, , X, , YA , fA , respectivement. 
Supposons en outre que X, et Y, sont quasi-compacts, &pares et localement de 
pre’sentation$nie sur S, (ces proprie’tes sont transmises h X et Y par monte’e). 
Alors l’application naturelle 
Fm_ Hom,,(X, , Y,J + Hom,(X, Y) 
est bijective, (ozi HomsA(X, , YJ de’signe l’ensemble des S,,-morphismes 
de X,, dans YA et de m2me pour Hom,(X, Y).) 
Preuve. Nous ne demontrerons cette proposition que dans le cas 
affine, la demonstration du cas general n’ajoutant que de (faciles mais) 
penibles travaux de recollements. Done nous sommes dans la situation 
fm 
‘2 l ca 
B2 / 
B f l C 
v 
4 A = lim A,, - 
ou B, , C, sont des A,-algebres de presentation finie... etc. et oh il s’agit 
de demontrer que l’application naturelle 
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est bijective; mais grlce a la propriete universelle du produit tensoriel, 
on est ramene 8 demontrer que l’application 
v : lim HomA -+ a -alg(JL , CA) - HomA,-alg(Ba , C) 
est bijective, oh une des variables est gardee fixe. 
(a) y est injectif: soient e1 et 01 : B, --t C, tels que 8, @ 1 = 0; @ 1 
(i.e., tels que v(eA) = v(e;)); 1 a ors il suffit de demontrer qu’il existe un 
p 3 h tel que 8, = e; ; mais B, est une A,-algebre de type fini, done 
elle est engendree, disons par x1 ,..., x, et alors 1’CgalitC e, @ 1 = e; @ 1 
entraine que vA(eA(xi)) = yA(e;(xi)) pour tous les i = 1, 2,..., m, ou 
vn : C, -+ C est l’homomorphisme canonique. Mais alors, d’apres les 
proprietes Clementaires des limites inductives, cela implique qu’il existe 
;“u,pe >-Aeyl que v,A(eA(xi)) = v,A(e;(xi)) pour tout i, ce qui entraine 
fi- !J’ 
(b) v est surjectif: comme B, est une A,-algebre de presentation 
fin% & = API ,..., T,I/J, oh J est engendre par un nombre fini de 
polyn6mesF~(T, ,..., T,); soient t, ,..., t, les images des Ti dans B, . 
Soit maintenant 0 un Clement arbitraire de HomAa-,rs(B, , C); nous 
allons demontrer qu’il est dans I’image de 93. 
Posons ci = O(ti) E C; alors les elements de C qui sont de la forme 
qc, , cz ,-**, c,) sont tous nuls car ils sont Cgaux a 
Fjw,b.., qt,)) = e(Fj(t, ,..., t,)) = e(o) = 0. 
Or les ci sont tous de la forme ci = yn(xi), xi E C, pour un h assez grand, 
et de plus, 
@j(Xl ,***, %>) = ~j(P&l),..., 94%)) = FAG 9..-> 4 = 0 
comme nous l’avons demontre plus haut. D’apres les proprietes 
Clementaires des limites inductives, il existe un p 3 h tel que 
v,A[q(x, >***, x,)] = 0, i.e., Fi(vNn(xr),..., ~,~(x,)) = 0; mais alors les 
vpl(xi) = yi sont des elements de C, . Si I’on d&nit l’homomorphisme 
de A[T, ,..., T,] dans C, par Ti wyi nous venons de demontrer que 
cet homomorphisme s’annule sur les Fj(T, ,..., T,); il induit done un 
homomorphisme 8, : B, + C, , ce qui est bien l’homomorphisme 
cherche. 
Proposition 5. Soit (A,) un systkme inductif d’anneaux, de &mite 
inductive A; posons S, = Spec(A,) et S = Spec(A). Supposons don& un 
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morphisme f : X -+ S quasi-compact, &pare’ et IocaIement de prisentation 
finie. Alors il existe un X et un morphisme fA : X, --t S, quasi-compact, 
skpare’ et localement de pr&entationJinie, tel que le car& 
soit cart&en. 
4 ’ 
’ fA 
1 
s, - s 
Preuve. Nous nous bornerons encore au cas afme. Soit done B une 
alg&bre de prksentation finie sur A; alors B = A[ Tl ,..., T,]/3 oh J est 
un idCal de type fini, engendrk par les polynomes F,(T, ,..., T,), disons. 
Mais les coefficients des diffkrents F,(T, ,..., T,) sont en nombre fini; 
il existe done un h tel que tous les Fj( T, ,..., T,) proviennent de poly- 
n6mes F,,J T, ,..., T,) E A,[ T, ,..., T.,J. Alors, A,[ T, ,..., T&J,, , oh JA est 
l’ideal engendre par les Fj, , est bien de presentation finie, et l’homomor- 
phisme nature1 de A, dans A,[ Tl ,..., T,]/sA est l’homomorphisme 
cherchC. 
La Proposition 4 nous montre que tout morphismef : X -+ Y provient 
d’un morphisme fA : X,, -+ Y, et il est souhaitable d’avoir a sa disposition 
un certain nombre de theoremes du type: P(f) * P(f,) pour h grand. 
En fait, les proprietes suivantes verifient une telle proposition: 
Isomorphisme ’ 
Immersion 
Immersion ouverte 
’ I 
EryeT? fermee i [G.E.] IV, 8.105 
SCparC 
Radiciel 
Fini 
Quasi-fini 
Affine 
Projectif 
Propre 
Plat 
! 
[G.E.] IV, 8.10.5 
) [G.E.] IV, 11.2.6 
Lisse 
Etale 1 [G.E.] IV, 17.8.5 
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Par contre, la propriete pour f d’etre ouvert, ou ferme, ne se “descend” 
pas en general aux fA . Ajoutons la propriete suivante qui nous sera utile 
par la suite ([G.E.] IV, 11.2.6): 
Proposition. Si 23$ est un C?& -Module de presentation @tie, a1or.s pour 
que la limite projective 9 soit un O,-Module f-plat (ou f est suppose’ 
localement de presentation jinie) en x E X, il faut et il su@t que FA soit un 
O,,-Module fn-plat en x, = g,,(x) pour un h assez grand. 
Elimination des hypotheses noetheriennes 
Nous sommes maintenant en mesure de voir comment on “Climine les 
hypotheses noetheriennes.” 
Soit f : X + S = Spec(A) un morphisme quasi-compact, separe’ et 
localement de presentation finie. Alors nous savons (voir p. 364) que quel 
que soit I’anneau A, A = 1% A, ou les A, sont (excellents) noetheriens. 
En outre, en vertu de la Proposition 2, il existe un X et un car& cartesien 
i------ 
l 
4 / .F 
x, -x 
I 
I fA I f 
I 1 I 1 
I 
I s, L---- S 
I------ / 
I 
oh fA est s&pare et de type fini. On est done a gauche, dans une situation 
noetherienne, ce qui permet de travailler avec plus de facilite et nean- 
moins, de “remonter” les conclusions a des propriCtQ de 9, X, ou f, 
ce qui “fonctionne” assez bien comme nous savons. 
Notons en passant qu’un avantage des hypotheses sur f telles que 
“quasi-compact, &pare et localement de presentation finie” est que ces 
hypotheses sont stables par changement de base, alors que les hypotheses 
noetheriennes ne le sont pas. 
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Comme premier exemple d’application de cette methode, demontrons 
la proposition suivante: 
Proposition. Soit M un A-module de prksentation jinie; alors tout 
endomorphisme surjectif de M est bij,ctif. 
Preuve. Dans le cas noetherien, ce resultat est connu ([B.Alg.] VIII, 2). 
Or M = M,, ga, A ou A, est noetherien et M,, est un A,-module de 
type fini. Soit u : M + M un endomorphisme surjectif de M; alors on 
sait que u = u,, @ 1 oh u0 est un endomorphisme surjectif de MO . La 
proposition est done demontree. 
Demontrons maintenant le the’ordme de platitude gknne’rique dans le cas 
d’un morphisme f : X + S = Spec(A), A integre (mais non neces- 
sairement noetherien) avec f quasi-compact, &pare et localement de 
presentation finie. 11 s’agit toujours de demontrer qu’il existe un voisinage 
ouvert U du point generique de S tel que f 1 f-l(U) : f-1( U) 4 U soit 
plat. 
Or il existe un sous-anneau A, noetherien (et inttgre) de A et un carre 
cartesien 
x, t- A- 
-lf” lf 
S,C-S 
et on a pour fA : X, + S, toutes les hypotheses qu’on avait dans la version 
originale du theoreme de platitude generique. 11 y a done un voisinage U, 
du point generique Q de S, tel que ,fn /f ;‘( UJ : f-'( U,) + U, soit plat, 
et il est clair que I’on peut “remonter” cette restriction de fA A une 
restriction de f repondant a la question. 
DBmonstration duTh6orBme 1 (p. 350) saris hypotheses noetheriennes. 
Celui-ci s’enonce maintenant: 
“Soient X et Y deux prt%che’mas quelconques et f : X + Y un morphisme 
plat et localement de prksentation jinie; alors f est universellement ouvert.” 
D’abord, comme les hypotheses et la conclusion sont locales par rapport 
a X et & Y, on peut supposer que X = Spec(B) et que Y = Spec(A); 
or on sait (p. 363) que A = l&r A, ou les anneaux A, sont noetheriens, 
et qu’il existe un h tel que B = B,, @AA A (Proposition 3) qui est alors 
une A,-algebre plate et de type fini. On peut meme choisir h de telle sorte 
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que fA soit plat (iiste p. 370) et de type fini. Mais alors fA : X, + YA satisfait 
aux conditions du theoreme 2 dans sa version originale. 
x*-x 
-lf” -lf 
Y,$- Y 
Done fA est universellement ouvert, et par montee, f est universellement 
ouvert. 
Dkmonstration du ThBor&me3(p. 352) sans hypotheses noetheriennes. 
Celui-ci s’enonce maintenant: 
“Soient X et Y deux prbche’mas quelconques, f : X -+ Y un morphisme 
localement de prksentation jinie et T un O,-Module de prbentation jinie; 
alors l’ensemble U des x E X tels que 237% est f-plat, est ouvert.” 
Tout comme dans la demonstration du theoreme precedent, on se ramene 
a la situation suivante: 
40 .F 
YA,t-- Y 
oh, FA, est coherent et satisfait (proposition p. 367) aux conditions du 
Theoreme 3 dans sa version originale. Done 
U, = {x E X, 1 SA est f,-plat} 
est ouvert pour h >, A, et comme U = u A>A,g,l( U,), il suit que U est ouvert. 
Nous terminerons ce chapitre en donnant a titre d’exemple, la demon- 
stration d’un theoreme initialement CnoncC par Chevalley et faisant 
intervenir la plupart des techniques que nous avons apprises dans les 
tours precedents. Ce theoreme peut aussi se deduire du “Main Theorem” 
de Zariski, que l’on peut demontrer par des methodes analogues, mais 
un peu plus delicates. 
Nous savons qu’en general (p. 332) un morphisme quasi-fini n’est pas 
necessairement fini. 
ThBorBme. Soient X et Y deux prbche’mas quelconques, et f : X -+ Y 
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un morphisme localement de prksentation finie et propre. Alors si f est 
quasi-j&i, f est Jini. 
Preuve. 
(1) D’abord les hypotheses et la conclusion sont locales, par rapport 
a Y, done on peut supposer Y affine, disons Y = Spec(A). 
(2) On peut se ramener au cas noetherien suivant la methode 
d&rite p. 371 car les trois hypotheses surf sont conservees par descente 
du cas general au cas noetherien, et la conclusion est stable par montee. 
Done on peut supposer A noetherien, f propre et quasi-fini. 
(3) Soit y E Y et posons 2 = Spec(0,); alors on sait que 
0, = lim AtA pour 
D(t,J 2 Spec(AQ; 
tA .$ j, ; de plus, f-‘(Z) = l&nf -‘(D(tA)) oti 
posons fA : f -‘(II -+ D(tJ. Si l’on suppose 
demontre le theoreme dans le cas oh le preschema de base est le spectre 
d’un anneau noetherien local, alors par descente, 
f-W0 +---f-v-) 
1 
fA 
1 
D(h) +- Spec(@,) 
on en deduira qu’il existe un X assez grand et un voisinage ouvert D(t,,) 
de y tel que fA est un morphisme fini (liste p. 370). Ceci montre qu’il 
suffit de demontrer le theoreme dans le cas ou A est noetherien local et f 
est propre et quasi-fini. 
(4) Soit A le complete de A et posons Y’ = Spec(&; on a le car& 
cartesien suivant: 
x t--X’ 
1 
f 
1 
f’ 
SpeW - Y’ 
or A^  est aussi noetherien et local, et de plus A est fidelement plat sur A; 
done par descente fidelement plate (p. 357) si f’ est fini, il en est de m&me 
de f (p. 359). 11 suffit done de demontrer le theoreme dans le cas oti A est 
noetherien, local et complet et f est propre et quasi-fini. 
(5) Soit y le point generique de Spec(A); alors, par quasi-finitude 
de f, on sait que la fibre de y est formee d’un nombre fini de points 
isolts. Demontrons le 
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Lemme. Soit A un anneau local noethbien complet ; soient Y = Spec(A) 
et f : X --+ Y s&pare’. Soit y le point ferme' de Y et soit x E f -I( y) un point 
isolt! dans la fibre de y. Alors 
X=X’UX” 
024 x’ = Spec(0.J est jini sur Y. 
Preuve du lemme. Posons B = 0, et soit m I’ideal maximal de A. 
Comme mB C n (n ideal maximal de B) et que la topologie n-adique est 
separee, B est &pare pour la topologie mB-adique. Done on peut Ccrire 
B C B et nous allons montrer que B est un A-module de type fini. Or 
mais par hypothese, B/mB est un A/m-module de type fini et 
mB/m2B = m/m2 QAlm B/mB est aussi de type fini sur A/m, done 
([B.Alg.Comm.] III, 2.14) B est de type fini; done B est aussi de 
type fini (puisque A est noetherien) et l’on constate que B Ctait deja 
complet ([G.E.] Or, 7.3.3). Reste a demontrer que X’ = Spec(B) est 
ouvert et ferme dans X; or considerons la suite 
X’-sXf-Y 
ou g est l’injection naturelle. Comme fg est fini et que f est &pare, g est 
fini ([G.E.] II, 6.1.5); il s’ensuit que g(X) est ferme dans X ([G.E.] II, 
6.1.10). Mais comme g applique le point ferme de x’ sur lui-mCme et 
induit un isomorphisme des anneaux locaux, g est un isomorphisme local 
([G.E.] I, 6.5.5); g(X) est d one aussi ouvert dans X, ce qui termine la 
preuve du lemme. Comme consequence immediate de ce lemme, nous 
avons le 
Corollaire. Supposons vkifie’es les hypothkes du lemme, et que f-‘(y) 
estformke d’un nombre$ni depoints isolt% dans la$bre; alors X = x’ IJ X” 
ou x’ est j&i sur Y et X” n f -l(y) = 0. 
On pro&de par recurrence sur le nombre d’elements de f -‘( y). 
Pour terminer la preuve du theoreme, il suffit de montrer que X” = 0. 
Or X” est ouvert et ferme; done f (X”) est ferme dans Y puisque f est 
propre; mais alors cet ensemble ferme ne rencontrerait pas le point ferme 
de Y, ce qui est contradictoire; ceci termine la preuve du theoritme. 
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On demontrerait de maniere analogue le theoreme suivant. 
Thkorime. Soit f : X -+ Y un morphisme skpare’, quasi-j&i et loca- 
lement de prbentation jinie. Alors f est quasi-a@ne. (f : X -+ Y quasi- 
affine, veut dire qu’il existe un preschema Z dans lequel X est ouvert, 
et un morphisme affine g : 2 + Y qui induit f sur X). 
Dans les deux theoremes precedents, on peut en fait, a l’aide de 
techniques plus poussees (henselisation stricte), remplacer l’hypothbe 
“focalement de presentation finie” par “localement de type fini” 
([G.E.] IV, 18.12). 
V. Foncteurs reprksentables en thkorie des prkschkmas 
Le foncteur h. 
Soit C une categoric quelconque, et a chaque objet X de C, associons 
le foncteur h, : C”Pp --t Ens dtfini par h,(Y) = Hom(Y, X) et si 
24: Y+ Y’, h,(u) : Hom( Y’, X) ---f Hom( Y, X) est l’application 
ZJ - z, o u. Alors h, peut &tre consider6 comme un objet de la categoric 
Hom(f?PP, Ens) des foncteurs de C”PP dans Ens. En outre h : X - h, 
est un foncteur: 
h : C--t Hom(C-‘, Ens). 
Ce foncteur est d’ailleurs pleinement jidile, c’est-i-dire que pour tout 
couple (X, X’) d’objets de C, on a une bijection ([G.E.] On, , 8.1.7) 
Hom(X, X’) ,” Hom( hx , h,,). 
Un des avantages des foncteurs pleinement fiddles tels que h est qu’ils 
permettent de ramener la plupart des questions sur les morphismes 
dans C a la question correspondante dans la categoric des ensembles; 
par exemple, si l’on veut demontrer la commutativite du diagramme 
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dans C, il suffit de demontrer que pour tout objet T de C, 
h,(T) - hdT) 
1 1 
hx,( T) - h,W 
est commutatif, et cela est souvent beaucoup plus facile puisqu’il s’agit 
d’une question purement ensembliste. 
Foncteurs repr&entables dans la the’orie des prt%che’mas 
Soit S un preschema fixe et considerons la categoric Sch/S. A tout 
objet X % S de cette categoric, associons le foncteur 
hx : C”PP + Ens 
defini comme precedemment par 
h,(Y) = Hom,(Y, X) (*I 
L’idCe d’associer ainsi 21 X le foncteur hr a des antecedents dans les 
“specialisations” de Weil, pour le cas classique de preschemas sur un 
corps. Si X % Spec(R) est un tel preschema, on peut lui associer l’en- 
semble X, = {x E X 1 K(X) = k> d es p oints de X rationnels sur k (ceci 
correspond intuitivement, si l’on a une courbe P(X, Y) = 0, a l’ensemble 
des (x, y) E k2 tels que P(,, y) = 0). M ais alors, sur le corps des reels, 
l’ensemble des points rationnels de la courbe X2 + Y2 + 1 = 0 serait 
vide, il est done nature1 de vouloir Clargir le corps de base: 
X+--X@k’ 
k 
1 
Y  
\ 1 
\ 
SpecW - Spec(k’) 
Or il suit de la definition d’un car& cartesien 
x- X’ 
1 ‘\ St lf \ 
s - S’ 
qu’il y a une correspondance biunivoque entre HomJS’, X) et l’en- 
semble F(X’jS’) d es sections de x’, morphismes s : S’ --f x’ teIs que 
f' OS = l,,. 
607/3/3-10 
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Or, on a, a isomorphisme p&s, 1’CgalitC 
x, = r(x/k) 
et par consequent, (X @k k’)k, = Hom,(Spec(k’), X); done, dans notre 
cas, les “points de X &, k’ rationnels sur k”’ correspondent biunivo- 
quement aux k-morphismes: Spec(k’) + X, qui ne sont autres que les 
“specialisations” de X a valeurs dans k’. On dit aussi que ce sont les 
“points de X a valeurs dans k”‘. 
Dkfinition. Un foncteur F : C”pP -+ Ens est dit reprhentable, s’il est 
de la forme h, pour un certain objet X de C. 
Une question que nous poserons souvent est la suivante: Soit 
F : COPP -+ Ens un foncteur, est-il representable ? Si la reponse est 
affirmative, alors, par un theoreme general, l’objet representant F sera 
unique a isomorphisme p&s. 
Exemples de foncteurs reprhentables 
(1) Soit A un anneau, soit S = Spec(A) et considerons le “foncteur” 
S - I’ensemble A”. 11 ne s’agit pas a proprement parler d’un foncteur, 
mais nous allons construire, a partir de cette idee intuitive, un foncteur 
representable. 
D’abord, on a A = r(S, fl,), done A” = (I’(&‘, O,))% = r(S, 0:); si 
maintenant Test un preschema sur S, la correspondance 
T - l’ensemble F( T, 0:) 
d&nit bien un foncteur. Soit d un OS-Module localement libre de 
rang n; alors nous montrerons plus gCnCralement que le foncteur 
T--(T,8@0,) 
@k 
est representable (le membre de droite &ant consider6 comme ensemble; 
8((T) = 6 &, 0, est d’ailleurs, comme O,-module, localement libre de 
rang n). 
En tant que r(T, O,)-modules, on a 
si d = A%Pz~(~, 0,) designe le dual de 8, alors comme d est locale- 
ment libre, (8’)’ = &et Hom,(O, , 8~~)) =Hom,(8cT), 0,); si S,(&t;,,) 
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designe I’algebre symetrique sur g(r) , alors par la propriete universelle 
des algebres symetriques ([G.E.] II, 1.7.1), 
mais les elements de cet ensemble sont en correspondance biunivoque 
avec ceux de r(V(&t;,,)/T) oh V(C#~;,,) = V(J) x s T designe le fib& 
vectoriel sur T defini par CC? (r) ([G.E.] II, 1.7.8). On peut done 
prendre comme objet reprbentant, X = V(g), car d’aprb le carre 
cartesien 
x = V(djt- X(T) = vi*)) 
on a la relation F(V(&trj)/T) = H om,( T, X), c’est-a-dire que le foncteur 
donne est isomorphe a 
T + Homs(T, X) 
ce qui montre qu’il est bien representable. 
(2) Nous allons maintenant quelque peu compliquer la situation; 
nous voudrions representer un foncteur qui, “naivement,” assigne a un 
preschema S = Spec(A), l’ensemble E C An des points qui annulent un 
certain ideal J de l’anneau de polynbmes A[T, ,..., T,] (“ensemble 
algebrique”). 
Soit done A un anneau fixe et S = Spec(A); alors chaque u E r(S, a), 
oil d = 0; ) definit par transposition, un homomorphisme de modules 
% : d + 0,) lequel induit a son tour un homomorphisme d’algitbres 
S(C) : So,(d) ---t Us , i.e., une section dans r(V(b)/s). On a dans le cas 
envisage, An = r(S, a), et on constate sans peine qu’il est equivalent 
de dire que les composantes du “point” u E A” annulent tous les 
polynomes de J, ou que l’homomorphisme d’algebres S(%) s’annule 
?[; l’ip q;si;cohkent $ = 3 de SOS(#) (qui ici correspond a 
Ok’pe”u;‘.mair%enant supposer S quelconque, d un @s-Module loca- 
lement libre de rang n; si $ est un Ideal quasi-coherent de &&a), 
considerons l’ensemble 
Al(S, b, f) = {U E r(S, UC) 1 S(k) s’annule sur x}; 
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dire que S(k) s’annule sur 2 veut dire qu’il se factorise en 
SW : So,@) - Sos(4/Y - 0s , ce qui montre qu’il y a correspondance 
biunivoque entre les elements de AI(S, b, 2) et les morphismes 
d’algebres S,,(8’)/4 - 0, . 
En gCnCra1, soit maintenant T un S-preschema; alors il s’agit de 
rep&enter le foncteur T - Al(T, 8(r) , $&) mais il est clair d’apres 
ce qui precede que I’objet representant sera 
et notre foncteur est 
T --. Hom,( T, Xcp,j). 
(3) Soit S un p&schema; on peut lui faire correspondre I’ensemble 
de ses parties ouvertes-fermees. Cette correspondance ne definit pas 
encore un foncteur, mais on sait qu’il existe une correspondance biuni- 
voque entre l’ensemble des parties ouvertes-fermees de S et I’ensemble 
des idempotents de l’algebre F(S, 0s) ([B.Alg. Comm.] II, 4). Alors on 
a bien un foncteur 
T - {idempotents de r(T, 0,)} 
(pour T dans S&/S), et nous voudrions trouver un preschema qui le 
reprbente; pour cela nous allons nous ramener a une situation semblable 
a celle de l’exemple precedent. 
Plus generalement, soit X un preschema sur S qui est Jini et localement 
Zibre, i.e., X = Spec(99) ([G.E.] II, 1.3.1.) ou 5? est une Os-Algebre 
quasi-coherente localement libre de rang n. 
x - X(T) 
fl 1 
S- T 
Alors, sous les hypotheses f fini localement libre de rang n, le foncteur 
i.e., 
T -+ {parties ouvertes-fermees de Xc,))j 
T -+ (idempotents de r( T, ~29~~))) 
est representable, et c’est ce que nous allons maintenant demontrer. 
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D’abord, dans le cas ou S = Spec(A), 23 = B oti B est une 
A-algebre libre de rang n. Soit e, ,..., e, une base de B et soient ciik E A 
les constantes de structures pour cette algebre i.e., e,ej = CL1 cijkek . 
Soit x = Cr=r &ez E B; si x2 = x, alors (Czr gieJ2 = x:Lr &es , d’oh 
on a le systeme 
51, - c Ciikl%j = 0, k = 1, 2 )..., 12. 
i.j 
Nous sommes done ramenes (pour S affine) a la situation de 
I’exemple precedent, avec 3 = (PI ,..., P,) oti Pk = P,(T, ,..., T,) = 
Tk - Ci,j $jk i 3 Y  T T * il est d’ailleurs clair que 3 ne depend pas de la base 
choisie, puisque l’equation x2 = x ne depend aucunement de la base. 
Pour Ctre tout a fait dans la situation de I’exemple precedent, on prend 
un preschema S quelconque et on d&nit l’IdCa1 quasi coherent $ & 
partir des differents JU C A(U)[T, ,..., T,] ou les A(U) sont les anneaux 
attaches aux parties ouvertes affines U de S. On verifie les conditions de 
recollement et on est ainsi ramene a un 
avec d = (37: . 
Le foncteur Grassmannienne 
Soient F et G deux foncteurs: (Sc&‘S)oPP -+ Ens, et u : F + G un 
morphisme fonctoriel. Si chaque u(T), pour T E .9,/S, est une injection, 
alors on dit que F est un sous-foncteur de G; si G et F sont tous deux 
reprksentables, avec G = h, et F = h, , alors u : h, + h, provient d’un 
morphisme U’ : Y -+ X. 
11 est done naturel, lorsque G est representable et que F est un sous- 
foncteur de G, de se poser les questions 
(1) F est-il representable ? 
(2) Si oui, 24’ est-il une immersion(resp. immersion ouverte, immer- 
sion fermee) ? 
11 y a un cas ou la reponse a ces questions est immediate. Soient F, G, H 
trois foncteurs: (S&/S) oPP-+Ens, soient u:F+G et v,w: G+H 
des morphismes fonctoriels tels que u est noyau de la paire (v, w), i.e., 
pour tout T E Sch/S, u(T) est noyau de (v(T), w(T)) 
F(T) u(T) l G(T) a@); H(T); 
w(T) 
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(rappelons que cela signifie que u(T) est injectif et que son image est 
l’ensemble des .$ E G(T) dont les images par v(T) et w(T) coincident). 
Si G et H sont respectivement represent& par X et Y, avec 
alors, comme la categoric Sch/S “possede des noyaux,” il est clair que F 
sera represente par le p&schema 2, noyau de (o’, w’). D’ailleurs, 2 -%X 
est toujours une immersion ([G E.] I, 5.3.10). 
Cependant, on ne pourrait faire le m&me raisonnement dans le cas dual 
des conoyaux car la categoric SchlS ne possede pas toujours de conoyaux. 
Avant de definir le foncteur Grassmannienne dans le cas general, 
faisons quelques rappels. 
Soit k un corps et k’ un espace vectoriel sur R, avec I = [ 1, N] et soit 
(e& la base canonique. 
Alors pour n < N, on definit 
Grass,(@) 
1 
= {sous-espaces de dimension iV - IE de k’} 
= {espaces quotients de dimension TZ de k’} 
Maintenant, pour H C I, H = {i1 < iz < es- < in}, si F~: km + kz 
est l’homomorphisme d’espaces vectoriels tel que vH(e,) = eih , on definit 
Grass,(k’) = {monomorphismes d’espaces vectoriels u tels 
que le composC suivant est YidentitC: 
k” % k’ -S k”} 
De plus, on a les relations Cvidentes 
et 
Grass&k’) C Grass,(k’) 
(**) Grass,(k’) = u Grass,(k’). 
H 
Remplacons maintenant notre espace vectoriel k1 par un O-Module 
libre G” = 0: ; alors en calquant sur le cas particulier d’un espace 
vectoriel sur un corps k, on arrive, comme precedemment, a definir 
~H:O~-+&et 
Grass,(b)(S) = {morphismes de &-modules u tels que 
que le compose suivant est 1’identitC: 
(*) 
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A partir de cette application, nous allons definir le foncteur Grass, 
comme suit : 
Soit T + S un S-preschema, alors on consider-e 
T - Grass&fd(T) 
et il s’agit bien d’un foncteur: (Sch/SppP -+ Ens; nous montrerons qu’il 
est representable simplement en montrant qu’il est noyau d’une certaine 
paire de morphismes fonctoriels de foncteurs representables. Consi- 
derons les foncteurs 
et 
Nous les connaissons bien et on deduit de ce que nous avons vu ?I leur 
sujet, qu’ils sont respectivement represent& par 
et 
Soient 
V(b)” = V(b) x s V(b) x s *a* x s V(B) (n fois) 
V( qTn)n. 
les deux morphismes fonctoriels definis par a(u) = u 0 vn et 
/I(U) = 1; alors, g&e B la definition (*), il est clair que le foncteur 
T - Grassa( n’est autre que le noyau de la paire (cu, p) et d’apres 
ce que nous avons vu, cela implique qu’il est representable par un certain 
p&schema X, que I’on peut aisement expliciter a partir des representants 
respectifs de G et de F; on a done 
Grass,(b(,))( T) = Hom,( T, X,). 
En s’inspirant de la relation (**), p, 382, on d&nit le foncteur 
Grassmannienne par 
Gr=%(b(T))(T) = jj Gra%#‘d(T)/~ 
H 
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oti R est une certaine relation d’equivalence introduite lorsqu’on recolle 
les differents X, , et on prouve aisement que ce foncteur est representable. 
Sche’mas de Hilbert (S&m. Bourbaki, 1960, Grothendieck, expose 221) 
11 s’agit ici d’un programme beaucoup plus ambitieux, a savoir 
(heuristiquement): 
Construire un foncteur representable assignant a un preschema X 
l’ensemble de tous ses sous-prtschemas fermb. 
Ce probleme ne semble pas avoir de solution dans toute sa gCnCralitC, 
mais ii est resolu dans le cas suivant: 
Au lieu de preschemas quelconques, on prend des S-preschemas 
X + S tels que 
(1) X est projectif sur S; 
(2) on veut rep&enter les sous-preschemas fermes S-plats. 
PrCcisCment, nous voudrions rep&enter le foncteur 
T rr~f Hilb,,,(T) = {sous-pr&schemas fermCs T-plats de X(r) = X x s T) 
Nous ne donnerons ici que quelques &tapes de cette construction. 
D’abord nous savons que les sous-preschemas fermes d’un preschema 
sont en correspondance biunivoque avec ses faisceaux d’ideaux quasi- 
coherents; le probleme revient done a rep&enter le foncteur 
T - Quot,,s(T) = (quotient T-plats de @x,,) 
On dtmontre que Quot,ls(T) = JJp Quoti,,(T) oh P parcourt l’en- 
semble des polynomes a coefficients rationnels, et Quotf;,,(T) = 
{quotients de 0x(r) dont P est le “polynome de Hilbert”}; il 
suffit de rep&enter chaque Quotf;,, . Mais on demontre que 
QuoG,,( T) = U,“& A,(T) oti les A,(T) forment une suite croissante 
d’ensembles de quotients de @x(r) satisfaisant certaines conditions. On 
demontre ensuite qu’il suffit de rep&enter les A,(T), et ceux-ci sont 
represent& comme sous-foncteurs du foncteur Grass. 
Conoyaux dans la catkgorie desprksche’mas 
Avant d’attaquer cette question dans la cattgorie des preschemas, nous 
reglerons Ie cas des conoyaux dans Ie cas (t&s simple!) de la categoric 
des espaces annelb. 
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D’abord, pour qu’un morphisme d’espaces annelks 
f = (94 e> : (X, ox> - (Y, 0,) 
soit un Cpimorphisme, il su.t que 
(1) # : X -+ Y soit surjective ; 
(2) ~9 : 0, * #,(0x) soit injectif. 
En effet, considerons dans la catcgorie des espaces annelks la suite 
(X7 @x) f, (Y, 0,) -+ K 0,) 
et supposons que 24rf = 24J, ou ui = (pi , A,), i = 1, 2; alors p& = pa+, 
ce qui par (1) entraine que p 1 = pz = p disons. Reste a montrer que 
A, = A, ; or on a la suite 
Al 
0 z ; P*(Oy) 2 P*(1G*(W A2 
et f&9 4 = f*(e) X2 ; il s’agit ici en particulier d’homomorphismes de 
faisceaux de groupes abeliens et consider-es comme tels, on peut parler 
de A, - A, , et de la suite 
+--~a 
@Z---- - P,(OY) - p*ce!+ P*(~*(f%N, 
mais p* est exact a gauche; done p.+(e) est injectif et p*(e)(A, - A,) = 0; 
il s’ensuit done que A, - A, = 0. 
Demontrons maintenant I’existence des conoyaux dans la categoric 
des espaces annelb. Soit 
fl 
x1 y, fi = cl4 9 WY i = 1,2, 
fz 
une paire de morphismes d’espaces annelks et considerons, sur l’espace 
topologique sous-jacent a Y, la relation 
S(y’, y”) c (3x e X)(y’ = &(x) et ye = &(x)). 
I1 ne s’agit en gCnCra1 pas d’une relation d’equivalence, mais nous savons 
qu’il existe une plus petite relation d’kquivalence R contenant S; de plus, 
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dans la categoric des espaces topologiques, l’espace quotient 2 = Y/R 
est le conoyau de 
*1 
x- Y. -+ 
*z 
11 reste a construire un faisceau d’anneaux 9, convenable sur cet 
espace 2; pour cela, assignons a chaque ouvert U de Z I’anneau 
on verifie alors sans peine que cet anneau est bien un anneau de sections 
I’( U, 0,) d’un faisceau 0, , et que (2, Oz) est le conoyau de la paire 
don&e, en ce sens que correspondant a la suite obtenue 
la suite d’ensembles 
fl 
X, Y - 2, 
fz 
Hom(2, T) --f Hom( Y, T) 2 Hom(X, 7’) 
est exacte pour tout espace annele T. 
Dans la categoric 5’4 des preschemas, en general, une paire de 
morphismes ne possede pas de conoyau; considerons la suite 
fl 
X=2 Y-%2 
fa 
ou X, Y, fl et fi sont dans Sch et ou (u, 2) est le conoyau de (fi , f2) 
dans la categoric des espaces anneles; alors en general 2 n’est pas un 
prkscht?ma; mais si Z est un preschema et u un morphisme de preschemas, 
alors 2 est le conoyau de (fi , f2) d ans la categoric des preschemas; en 
effet, d’abord, u &ant un Cpimorphisme dans la categoric des espaces 
annelks, u est a fortiori un Cpimorphisme dans la categoric des pre- 
schemas. Si maintenant z, : Y -+ T est un morphisme dans Sch, tel que 
Vfi = Vfi 9 alors il existe un morphisme d’espaces anneles w : 2 4 T 
tel que v = wu et il reste A montrer que w est un morphisme d’espaces 
anneles en anneaux Iocaux, i.e., que pour chaque x = u(y) E 2 I’homo- 
morphisme OV~y) * Oz deduit de w, est local; mais cela est immediat: 
local 
Y< 
i/ 
u’z 
local 
0 u(u) 
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Relations d’t!quivalence dans les prkhdmas 
Etant don& un ensemble X, on sait qu’une relation d’equivalence 
dans X peut Ctre consideree comme un certain sous-ensemble 
R,CX x X 
oh f est une fonction de X dans un ensemble Y, avec 
(x’, x”) E R, o f(x’) =f(x”). 
En fait R, est le produit jib& X x r X. Done d’un point de vue diff&ent, 
mais aussi trb commode pour nous, une relation d’equivalence sur X 
peut etre consider&e comme un ensemble R muni de deux applications 
avec des conditions sur p, et p, traduisant les proprietes de reflexivite, 
symetrie et transitivite. 
Ceci dit, soit C une categoric et X un objet de C. Alors un objet R de C, 
muni de deux morphismes 
Pl 
RZX 
p2 
est appele relation d’e’quivalence sur X si l’ensemble Hom,(T, R) muni 
des deux applications induites par p, et p, : 
HomdT, R) 12 HomdT X) 
d&nit une relation d’equivalence sur l’ensemble Hom,( T, X), pour tout 
objet T de C, de facon fonctorielle en T. 
Si C possede des car&s cartesiens, alors a tout morphisme f : X -+ Y 
correspondent le produit fibre X x r X et deux projections 
qui definissent une relation d’equivalence sur X, comme on le voit en se 
ramenant a la categoric des ensembles (remarque du debut du 
chapitre V, p. 376). 
On peut maintenant se demander s’il existe un objet quotient X/R qui 
soit conoyau de ( p, , p,): 
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Si la reponse est affirmative, alors le morphisme f : X+ Y don& se 
factorisera en f : X 4 X/R ---t Y. Lorsque f = p, on dit que f est un 
t!‘imorphisme efJectif. 11 est clair que dans la categoric des ensembles, 
tout Cpimorphisme est effectif. 
Revenons maintenant a la categoric des S-preschemas et au lieu de 
la lettre R, utilisons la lettre Xi . 
Considerons done une relation d’equivalence 
x1&x 
% 
et la suite 
91 
X-, x, + x2 2 Qa 
oh x2 3 41 et q2 sont definis par le car& cartesien 
Supposons qu’il existe un conoyau (p, Y) pour cette paire (pi , p,); 
alors X, peut s’ecrire X X r X et on a 
x, = (X x yX) x*(X x y X) 
(PJ (PI) 
=xxyxxyx; 
en outre, grace a la pleine fidelit& de Horn (p. 376), il existe un morphisme 
43: &+X1, 
P 
x--p 
P, .f 1 
/ 
X! 
/’ p 
,,” , 
/’ q2 
q, 
/ 
x Y  PZ 
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rendant cartksiens les deux car&s 
car dans la catkgorie des ensembles, les ClCments de X2 sont de la forme 
((Xl > 2 9 x ) (x3 , x4)), xi E X avec p(4 = 2%x2), $(x3) = Ph) et x2 = x3 , 
c’est&dire de la forme (x1 , x2 , X3), xi E X, avec P(Xd = P(X2) = P(X3)9 
et alors q3 n’est autre que l’application (x1 , x2 , x3) - (x1 , x3). 
En g&&al, on ignore s’il existe un conoyau Y pour une relation 
d’kquivalence quelconque 
et sans cette hypothhse, du cube que nous venons de considkrer, il ne 
reste a priori que 
;J”‘ kxi2 
XI - q1 x2 
I 
X PI 
1 / 
p* 
x : 
P, 
X, 
Mais comme 
est une relation d’kquivalence, elle doit satisfaire & une propriCtC corres- 
pondante A la transitivite’; comme dans la catkgorie des ensembles, tout 
Cpimorphisme est effectif, on en conclut que: 
(1) 11 existe un morphisme q3 : X2 -S X1 rendant cartksiens les deux 
car& (*). 
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En second lieu, comme une relation d’equivalence doit &tre @e&e et 
que dans le cas d’ensembles, cela s’exprime en disant quepid = 1, = pad, 
oh A est la diagonale X -+ X x r X, on peut affirmer que 
(2) 11 existe un morphisme d : X -+ XI tel que p,d = 1, = p,d. 
La syme’trie s’exprime comme suit: 
(3) 11 existe un automorphisme s : X -+ X tel que p,s = pa et 
Pzs = Pl * 
Dans la categoric SchjS, nous savons qu’il existe toujours une 
immersion naturelle X x r X + X x S X ([G.E.] I, 5.3.5) done on doit 
avoir la condition: 
(4) Le morphisme (pi , pJS : X, + X x S X est une immersion. 
Ceci exprime le fait qu’il existe une “bijection” de Xi sur le graphe d’une 
relation d’equivalence. 
Recciproquement, si (1) **a (4) sont verifies par 
Pl 
x-x 1- 
% 
alors p, et pa definissent une relation d’equivalence comme on le voit en 
se ramenant a la categoric des ensembles. 
ThkorBme. Etant donnee une relation d’e’quivalence 
Pl 
x -x l-----t, 
Pt 
si p, est jini et localement libre (ce qui entrakae la me”me propriett! pour p, 
d’aprds (3)) et si p our tout x E X, pl(p;‘(x)) est contenu dans un ouvert 
afine de X, il existe un conoyau Y de (p, , pz) qui est aussi le conoyau de 
(p, , pz) dans la catkgorie des espaces annelks. En outre, le morphisme 
X, + X x ,, X est un isomorphisme et p : X + Y est un morphisme jni 
et localement libre. 
Avant de faire la preuve, donnons des explications sur la deuxieme 
hypothese: supposons le probleme rbolu, i.e., supposons qu’on ait trouve 
avec un car& cartesien 
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et que le p trouve est afine; alors, comme p applique pl(p;‘(x)) sur {JJ}, 
l’image inverse par p de tout voisinage ouvert affine V de y est un ouvert 
fi$ine contenant p,( p;l(x)). 
P,( P;‘(X)) 
Preuve du theoreme dans le “cas affine” (d’ailleurs dans ce cas, 
notre seconde hypothese est trivialement verifiee): X = Spec(A), 
Xl = Spec(A,) ou A, est une A-algebre finie et libre et (comme on peut 
supposer, en considerant les composantes connexes) de rang constant ?t. 
Alors X2 = Spec(A,) ou 
A, = A&A,, 
WA (u2) 
(ul : A -+ A, et u2 : A + A, etant les homomorphismes correspondant 
a p, et pz) et on a le diagramme suivant, dont les trois faces sont des 
“car&s cocartesiens,” ou il s’agit de construire un anneau B et un 
morphisme j : B -+ A permettant de completer le cube. 
On pose B = {u E A [ ~~(a) = u2(u)} et toute la preuve consiste a 
montrer que ce B est bien choisi. 
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(I) A est entier SW B. Pour demontrer ce fait, designons par 
Al[ul, (resP* 4[U2,), A, consideree comme A-algebre au moyen de ui 
(resp. u$) et pour chaque a E A, designons par 
xrusl(T, u&z)) = T” - olTnpl + ... + (-1)” a, (ui E A) 
le polynome caracteristique de I’endomorphisme de AlLu2, representant 
l’element ui(u) de A, dans la representation reguliere de cette A-algebre. 
Or 
A z[v,l = b$&4,[,11) 
A z[v,l = ~~1[,,]hA,[“,]~ Y  
comme on voit aussitot d’aprb les hypotheses faites sur le diagramme 
de la p. 391 et on en deduit aisement que 
et 
~z(xru,~(T 44)) = xrv,l( C M44)); 
comme ztgul = ~iur , il s’ensuit que les deux membres de gauche sont 
Cgaux, ce qui veut dire que les coefficients ai de xr,,l(T, ul(a)) appar- 
tiennent ri B. Mais d’apres le theoreme de Hamilton-Cayley 
done 
(U&w - u2(q)(%(4y1 + .** + C-1)” u2(4 = 0 
(&w - %(ul)(%(~)y + *** + (-1)” u&J,) = 0 
et par suite 
z&P - a#-1 + ... + (-1)” a,) = 0; 
mais d’apres la propriete (2) des relations d’equivalence (p. 390), u1 est 
injectif; done an - ulun--l + *** + (- 1)” 012 = 0, ce qui montre bien 
que tout Clement de A est entier sur B. 
(II) Si x, y E X = Spec(A), alors 
j, n B = j, n B o (3 E X,)(x = pi(t) et y = p2(t)). 
L’idCe ici est de montrer que le membre de droite definit une relation 
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d’equivalence, car il est clair que le membre de gauche en d&nit bien 
une. Seule la partie “ *” presente des difficult&, la partie “+ ” etant 
triviale. Pour l’etablir, nous procederons par l’absurde. Supposons done 
que j, n B = j, n B, et que pour tout t E Xi tel que y = p2(t), 
3 f Pi(t); si q1 ,..., qr sont les ideaux premiers de A, (en nombre fini) 
tels que u;l(q,) = j, , cela signifie que j, # uF1(qi) pour tous les qi . 
Or ui’(q,J n B = u;l(q,) n B = j, n B par definition de B, et par 
hypothese; du fait que pour tous les qi, j, # ui’(qJ, il suit imme- 
diatement du theoreme de Cohen-Seidenberg, sachant que A est entier 
sur B, que pour tous les q, , j, I# uTl(q,); mais alors, d’aprts 
([B.Alg.Comm.] II, 1) il existe un Clement Q E j, tel que a $ u,l(q,), 
i.e., ul(4 $ qi , pour tous les qi ; on en deduit aisement que si 
un = N41[“2#44) (i.e.’ le dernier coefficient de x[&T, ur(u))) alors 
u, $ j, n B. Mais comme a E j, , an E j, n B, ce qui est contradictoire. 
(III) Utilisant le fait que le morphisme Spec(A) * Spec(B) est ferme 
et surjectif (par Cohen-Seidenberg), on demontre alors sans peine que 
Y = Spec(B) est le conoyau de (pi , pz) dans la categoric des espaces 
annelks (voir pp. 385-386), done aussi dans la categoric des preschemas 
d’apres une remarque de la page 386. On a ici que p : X -+ Y est le 
morphismeioh j est l’injection: B -+ A. 
(IV) Montrons maintenant que le morphisme 
est un isomorphisme, et que p : X -+ Y est Jini et localement libre. 
(A) Comme par hypothbe 
x12*&,x x sx 
est une immersion, le morphisme (9, , pJ, est injectif, puisqu’on a la 
factorisation 
(PI J Pds : XI - (P1vPe)Y xx yxLxx sx 
oh j = (pi , p;), , pi , pi &ant les projections X x y X --t X. Montrons 
d’abord que (P, , PA est surjectzy, et distinguons deux cas: 
(Al) Soit x E X x y x rationne~ SUr K(Y(Z)) (T : x x y x -+ Y  KIMX- 
phisme structural, &gal app; et@;). Alors comme K(T(z)) C K@;(Z)) C K(X), 
p;(z) et pi(z) sont aussi rationnels sur ~(r(x)). On a r(z) = p(p;(z)) = 
p(p;(z)), done par la partie (II) de la demonstration, il existe un t E Xl 
607/3/3-11 
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tel que pi(t) = p;(z), p,(t) = pi(z). Par suite le point z’ = (p, , P&t) 
dans X x r X est au-dessus de pi(x) et pi(z). Mais comme ces derniers 
sont rationneh sur ~(r(.z)), z est E’unique point de X x r X au-dessus 
d’eux ([G.E.] I, 3.4.9) et (pi ,~,)r(t) = x. 
(A2) Soit z quelconque dans X x r X. I1 existe un anneau local C, 
plat sur 0T(z~, tel que K(C) = ~(r(z)) ([G.E.] O,,, , 10.3.1). On fait le 
changement de base Y + Y, oti Y’ = Spec(C). I1 y a alors au-dessus 
de z un point x’ E X’ >( r’ X’ rationnel SW ~(r’(z’)) (en vertu de l’exis- 
tence de I’homomorphisme canonique k’ gli k’ + k’ pour toute extension 
k’ d’un corps k). On applique g z’ et a la situation obtenue par ce chan- 
gement de base le resultat de (Al), et on “descend” de facon triviale, car 
si t’ E Xi a pour image z’ E X’ x y’ x’, alors la projection t E X1 de t’ 
a pour image x. 
(B) On sait maintenant que (p, , p& est bzjectif. I1 s’agit de montrer 
que c’est un isomorphisme. Notons que A, est une (A BB A)-algebre 
jinie, puisque c’est deja une A-algebre finie. Done 
(PI y PZ), : Spec(AJ - %=(A OB A) 
est un morphisme jini, b@ectif, done une immersion fermbe et I’homomor- 
phisme correspondant w : A m8 A - A, est done surjectif. Pour prouver 
qu’il est injectzy, il suffit de prouver que pour tout p E Spec(B), 
wp : A, @I+, A, - 4, l’est ([B.Alg. Comm.] II, 3), on peut par suite 
supposer B local. Alors, comme A est entier sur B et qu’il n’y a 
qu’un nombre jini d’ideaux premiers (necessairement maximaux) de A 
au-dessus de l’ideal maximal de B (ce sont les ClCments d’une “classe 
d’equivalence” dans X), A est semi-local. 
Notons maintenant le lemme suivant. 
Lemme. Soit B un anneau local de corps Gsiduel in&i, j : B -+ A 
un homomorphisme de B dans un anneau semi-local A, tel que l’image de 
l’ide’al maximal de B par j soit clans le radical de A. Soit M un A-module 
libre de rang n, Nun B-sous-module de M engendrant M (comme A-mod&e). 
Aloes il existe dans N une base du A-module M. 
(Pour prouver ce lemme, on se ramene (a I’aide du lemme de Nakayama), 
apres division par les radicaux, au cas ou B est un corps et A un produit 
de corps). 
Pour appliquer ce lemme, on se ramene d’abord au cas oti le corps 
residue1 de B est infini, par une extension fidelement plate de la base 
Spec(B) reposant comme dans (A2) sur ([G.E.] On, , 10.3.1). 
On note ensuite que puisque u1 @ u2 = w : A 0, A --t A, est sur- 
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jectif, u,(A) engendre le A-module AlcU,] . On applique le lemme avec 
M = 4[upl 7 N = u,(A). On prend a, ,..., a, E A tels que les ui(aJ 
forment une base de Al[un~ . 11 suffit de voir que (ui) est une base de A 
sur B, car alors w applique la base (ui @ 1) de A BB A (considere 
comme A-module par le 2e facteur) sur la base (ul(ui)) de A,[,,1 , done est 
bijectif. 
Soit g : Zn 4 A l’homomorphisme de Z-modules envoyant la base 
canonique sur (a,). 11 faut prouver que j @g : B oz Zn -+ A est 
bijectif. Or on a le diagramme commutatif: 
U,Ql 
A,@Z”GAOZ Q-.--B@” 
Z 2 Z Z 
Les deux car& (*) de gauche sont co-cartesiens, car leurs composes 
avec (**): 
25% 
% 
OS: t % 
A 2- 1- A 
% 
le sont par hypothese et les deux car&s (w) le sont aussi. Done, comme 
par hypothese u2 @ uig est bijectif, V~ Q r+,g l’est aussi. Mais les deux 
lignes sont exuctes. Par le “lemme des cinq,“j @g est bijectif. C.Q.F.D. 
Thkorie de la descente 
La partie de cette theorie dont nous avons examine quelques aspects 
a la fin du chapitre III est la plus facile. Elle consistait essentiellement, 
&ant dome’ un carre cartesien 
9 9” 
X-X’ 
If lf’ 
s +--- S’ 
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a deduire de proprietes de X’, f' ou F', des proprietes correspondantes 
deX,fouF. 
Cependant, en theorie de la descente, on part en general d’un 
diagramme 
F’ 
X’ 
1 
f’ 
S-S’ 
ou on ne sait rien de I’existence d’un X, d’un f ou d’un 9. Supposons 
pour le moment un tel probleme resolu en ce qui concerne l’existence 
de X et de f rendant le carre cartesien. Alors, si on pose S” = S’ x s S’, 
ce qui definit une relation d’kquivalence sur S’ 
on peut former par changement de base f : X-r S les deux car&s 
cartesiens (superposes) de droite, avec x” = x’ x x X’ = S” x s X. 
Done la don&e d’un X entrahe celle d’un couple d’equivalence 
x’ = X” tel que nous venons de le d&rite. On appelle don&e de descente 
81 
sur X’, une relation d’bquivalence X’ z X”: 
P’ 2 
Pl X’ - X” 
7 
If’ p1 1 
f” 
SL - 
S’ t-S” 
p2 
rendant les deux car&s de droite cartesiens. D’ailleurs, on suppose 
generalement que g est un kpimorphisme eflectif universel, c’est-a-dire que 
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g est un t!pimorphisme ej%ectz..(p. 388) et le demeure par tout changement 
de base 
s,2Q; 
1 1 
S LS 
Done, si une “solution” X existe, alors comme g’ est encore un 
Cpimorphisme effectif, il est conoyau de la donnee 
I 
$1 
X’f-X” 
9’ a 
done la solution X est unique. 
ThBorime. Tout morphisme $d&lement plat et quasi-compact est un 
t!pimorphisme eflectif universel. 
Preuve. Seul le “effectif” presente des difficult&, et il s’agit pour cela 
de prouver sous l’hypothese f.p.q.c. que ce morphisme est le conoyau de 
la relation d’equivalence qu’il definit: 
D’abord nous savons par la Proposition 9, p. 349, que la topologie de S 
est bien la topologie quotient de celle de S’, pour la relation d’equivalence 
definie par p. 
11 ne reste done plus que la question des faisceaux; posons 
h = PP, = PP, ; alors il s’agit de montrer que la suite induite 
definit un conoyau. En fait nous ferons plus que cela: nous montrerons 
que si F est un &,-Module quasi-coherent, T = p*(s), 9” = h*(S) 
alors la suite induite 
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est exacte. On peut se ramener au cas affine: S = Spec(A), 
s’ = Spec(A’), S” = Spec(A”) oh A’ est un A-module fid.?lement plat, 
oti A” = A’ @A A’ avec aI = a’ @ 1 et u,(a’) = 1 @ a pour tout 
a’ E A’. 
Soit M un A-module; alors il s’agit de montrer que 
I1 
M--‘-tM@A’_; MBA” = M@A’@A’ 
A r2 A A A 
I/ II 
M’ M” 
avec 
est exacte. 
r,:m@a’-m@a’@l 
r2 : m @ a’ ‘- m @ 1 @ a’ 
(1) Cas ou le morphisme u : A -+ A’ (faisant de A’ un A-module 
fidelement plat) admet un inverse a gauche v : A’ -+ A. 
Alors l’homomorphisme s : M’ -+ M appliquant m @ a’ sur mv(a’), 
est un inverse a gauche de r; de plus si l’on definit s1 : M” -j M’ et 
s2 : M” + M’ par 
et 
alors on vtrifie au&tot que sIrI C r(M), s2r2(M’) C r(M), slr2 = lM, 
et szrl = l,, . 
D’abord, que Y soit injectif est trivial puisqu’il a un inverse a gauche. 
D’autre part, soit w : N -+ M‘ un A-homomorphisme tel que rlw = raw; 
alors srrrw = sIr2w = w; done w(N) C sIrI C r(M); done r(w) = w, 
et w se factorise par M, ce qui termine la preuve dans ce cas. 
(2) Cas g&+al. Supposons qu’il existe un morphisme jid?lement 
plat A -+ A, tel que la suite tensorisee soit exacte: 
M@A,+M’@Al=M”@A, (*I 
A A A 
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alors par fiddle platitude la suite originale sera aussi exacte. Mais un tel 
morphisme plat existe bien, a savoir A J% A’: en effet CZ; @ CZ~ NY u&i 
d&nit un inverse a gauche de p1 : A’ -+ A’ QA A’, on est ramene 
a la situation de (1) et la suite (*) est bien exacte, ce qui termine la preuve. 
A titre d’exercice, le lecteur demontrera que l’epimorphisme (fini 
surjectif) 
Spec(k[ T]) + Spec(K[ T3, T5]) 
n’est pas effectif. 
Nous en arrivons maintenant aux conditions surf’ et p permettant de 
“descendre” toute donnee de descente. 
X+--X’ 
I 
$ 1 
f’ 
s ‘p S’ 
11 n’y a pas de conditions necessaires et suffisantes, mais le tableau suivant 
indique les conditions suffisantes actuellement connues: 
P f’ 
F.p.q.c. + radiciel 
Localement libre + fini + surjectif 
F.p.q.c. 
F.p.q.c. 
Fini + surjectif + prksentation finie 
Type fini + surjectif + universellement ouvert 
+ S localement noethkrien 
Propre + surjectif + prksentation finie 
Aucune hypothkse 
Quasi-projectif 
Quasi-affine 
&ale + &pa& + type fini 
&ale + s&park + type fini 
&ale + &par6 + type fini 
RevCtement kale 
Un contre-exemple dtit a Hironaka montre qu’on pourrait difficilement 
ameliorer les hypotheses precedentes; dans cet exemple, on part d’un 
morphisme 
X0 A S = Spec(K), 
ou k est un corps, tel que X,, est de dimension 3, f,, est propre et lisse et 
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tel que Z/22 opere sans point fixe sur X0 , i.e., il existe un morphisme 
uO: X,-+X,telqueu, - 2 1; si K’ est un surcorps de k avec [K’ : K] = 2, 
on pose S’ = Spec(K’) et il existe un u : S’ -+ S’ tel que cr2 = 1 et 
u # 1; enfin, Hironaka montre qu’on peut choisir X,, et uO tels qu’il 
existe a, b E X0 rationnels sur K tels que b = uO(u) et a et b ne sent pus 
duns un m&me ouvert u$ine. Posons X’ = X,, OS k’ et u = uO x s o; de 
plus soit 
, 
x- 
,2L,” 
9’ 2 
la relation d’equivalence dtfinie par u; on voit aisement que dans le 
diagramme 
PI 
X’ = X,@k’f-X” 
k f 
1 
f’ 
1 
S = Spec(K) &- S’ = Spec(k’) ) S” 
les deux car&s de droite sont cartesiens, done on a bien une don&e de 
descente. 
I1 est clair que f’ est encore propre, lisse, de dimension 3, et que p est 
localement libre fini et surjectif. Mais on prouve aisement qu’il y a deux 
points a’, b’ de x’ tels que ~(a’) = b’ et qui ne sont pas dans un ouvert 
affine. Done d’apres la remarque de la page 391 il n’existe pus dequotient 
pour le couple d’equivalence (pi , p;). 
Ce contre-exemple nous donne en mCme temps un exemple de mor- 
phisme propre f ‘, qui n’est pus quasi-projectif, sachant que p est ici 
localement libre, fini et surjectif (voir liste precedente). 
Prt!scht!mus en groupes 
Soit C une cadgorie. Rappelons que X E C est un objet en groupes 
dans C si Hom,(T, X) est un groupe (de facon fonctorielle pour tout 
T E C) i.e., s’il existe une loi de groupe fonctorielle en T: 
Horn,-(T, X) x Homc(T, X) A Homc(T, X) 
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Dans la categoric Sch/S, si X est un S-preschema en groupes au moyen 
du morphisme m 
x-“x x sx 
1 
f 
s 
oh f est le morphisme structural, il existe une “section unite” e : S -+ X 
de f. 
On d&nit semblablement un S-p&schema en groupes G operant sur 
un S-p&schema E au moyen d’une loi (fonctorielle en T) 
Homs(T, G) x Horn&T, E) -+ Hom(T, E) 
satisfaisant aux axiomes evidents, ou encore directement, par un 
morphisme G x s E -+ E. 
De mCme le produit de preschemas en groupes G, et G, est un preschema 
en groupes g&e A la relation 
Homs( T, G, x s G,) = Homs( T, G,) x Homs(T, G,). 
Lorsqu’on effectue un changement de base S +- S’, on passe d’un 
“S-groupe” B un “S-groupe” 
G-G 
1 1 
s - S’ 
Un foncteur en groupes (pour une categoric quelconque C) est un foncteur 
de la forme 
COPP + Cr. 
Un tel foncteur (pour C = Sch/S) n’est pas necessairement reprbentable. 
Exemples de sche’mas en groupes 
Nous examinerons d’abord les groupes constants. Soit S un preschema 
et E un ensemble; posons 
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oh les S, sont des copies de S, au moyen d’isomorphismes 
i,: szs,, o E E. 
I1 est clair qu’il s’agit bien 18 d’un prtschema; pour un S fixe, E - Es 
est un foncteur Ens-+&S/S; car soit cp : E -+F une application 
d’ensembles; alors on d&nit le S-morphisme 
de la man&e naturelle par les composantes 
.-1 
~&V, : so - S,co, * 
Ce foncteur preserve les produits, c’est-a-dire que pour tout couple 
d’ensembles, on a 
(E x F)s”E, x sFs; 
car 
&xsFs=&%xsS, 
QEE 
?EF 
et I’isomorphisme est obtenu au moyen de ses composantes 
Le cas oh E = G est un groupe est le plus interessant et il permet de 
definir canoniquement un schema en groupes: on prend comme loi de 
composition 
Gs x sGs+Gs, 
le morphisme (G x G)s + G, induit par la loi de groupe m : G x G -+ G 
don&e. Regardons ce que cela donne; on a 
qui doit &tre induit par la loi de groupe m; il s’agit done de 
Enfin, la section neutre e, : S -+ G, n’est autre que i, : S -+ S, ol E 
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est 1’ClCment neutre de G. Lorsque G est reduit a son Clement neutre, 
i.e., G = {e}, on retrouve S mais cette fois, consider6 comme 
preschema en groupes. Enfin, on verifie aisement que les sections 
g E Hom,(S, G,) = r(G,/S) sont les applications localement constantes 
(g I u = 6 I U) ( car pour une telle section g et un point s E S, il doit 
exister un voisinage V de s dans S tel que g(V) soit contenu tout entier 
dans un mCme S,). 
Jusqu’ici, S Ctait un preschema quelconque; nous allons maintenant 
supposer que S et X sont affines: S = Spec(A), X = Spec(B). On 
parle alors de “S-groupes affines.” B est alors une A-algebre et pour 
Ctudier les structures de groupes dans cette categoric, il suffit d’etudier les 
cogroupes dans la categoric des A-algebres. Une structure de cogroupe 
sur une A-algebre B est obtenue comme on sait par la donnee d’un 
A-homomorphisme d’algebres 
d . B komultmlication) -+B@B 
A 
avec certains axiomes dont l’existence d’une augmentation E : B -+ A 
et l’existence d’un diagramme commutatif exprimant l’associativite: 
BLB@B 
A 
1 1 
A01 
B@BL@%B@B@B 
Un cogroupe (voir les notes du Professeur Hilton) dans la categoric des 
A-algebres est appele une hypera@bre (ou bigtbre). 
Dans notre exemple du groupe constant, supposons que G soit jini et 
posons S = Spec(A); alors comme G, = Spec(AG), l’hyperalgebre 
correspondante est AG avec comme comultiplication: 
A :AG+AG@AG =AGxG 
don&e par d(f)(a, T) = I, oti f : G + A est un Clement arbitraire 
de AC. 
Au&es exemples de S-groupes 
(1) Le “groupe additif ” G, 
D’abord le cas “absolu” ou S = Spec(Z); posons G,(S) = r(S, 0,) 
consider& comme groupe additif. Ce foncteur en groupes est represen- 
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table, avec G, = Spec(Z[t]) (t indeterminee) comme reprbentant; 
demontrons ce fait en prenant, pour simplifier, S = Spec(A) affine: 
Hom,(S, Spec(Z[t])) = Horn,-,rs(Z[t], A) N A = G,(S). 
L’hyperalgebre correspondante est B = Z[t] et on verifie sans peine que 
A:B-+B@B 
A 
est don&e par o(t) = t @ 1 + 1 @ t. Enfin, I’augmentation E : B -+ Z 
est donnee par c(t) = 0. 
Pour passer au cas “relatif,” on prendra 
KG = spec(Z[tl) x spec(z) S. 
(2) Le ‘groupe multiplicatif” G, 
D’abord le cas absolu: posons 
G,(S) = VT% @s))* 
i.e., le groupe multiplicatif des elements inversibles de I’anneau T(S, Los). 
On verifie aisement que ce foncteur est represente par G, = Spec(Z[t, t-l]) 
ou t est une indeterminee. On passe au cas relatif comme dans I’exemple 
precedent. 
(3) Gtknkalisation : groupes diagonalisables 
Soit M un groupe commutatif (abstrait). On veut lui faire correspondre 
un S-preschema en groupes. Pour ce faire, on prend 
WW(S) = HomdM W, OS)*) 
Alors ce foncteur est representable et Spec(Z[MJ) est son objet repre- 
sentant; pour verifier ce fait, prenons pour simplifier le cas S = Spec(A); 
alors 
Ho&% Spec(Z[WN = Homz-,l,(Z[Ml, A) 
= {homomorphismes de l’algebre de groupe Z[M] dans A}; 
or la don&e d’un tel homomorphisme est Cquivalente, par les proprietes 
Clementaires des algebres de groupes, a celle d’un homomorphisme de M 
dans le groupe multiplicatif des elements inversibles de A; done 
Hom(S, Spec(Z[M])) N Hom(M, A*) tel que p&u. Ici I’hyperalgebre 
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correspondante est B = Z[M] et A : m - m @ m, m E M; enfin 
E(m) = 1. 
Ceci dit, considerons une suite exacte de groupes commutatifs 
M’--%M-tM”-+O 
On en deduit la suite exacte 
0 --+ D(M”)(S) -+ D(M)(S) + D(M’)(S) 
ou encore, si l’on passe aux schemas en groupes abeliens, la suite exacte 
0 ---f &(M”) -% D,(M) -% D,(M’) 
c’est-a-dire que q est le noyau, au sens de la theorie des schemas, de la 
paire (tu, section unite). 
Prenons par exemple l’homomorphisme u : Z -+ Z qui consiste a 
multiplier par un entier fixe n, et la suite exacte 
Z-%Z-tZ/nZ+O. 
Correspondant a U, on a le morphisme 
k : G, --f G, (s - P), 
ce qui donne, par passage aux schemas, la suite exacte 
t U 
0 - ~n.s - G,,s -- Gn.s 
ou F,,~ est appele, pour des raisons Cvidentes, le schema en groupe des 
racines niemes de l’unite; il est isomorphe a 
Spec(A[Z/nZ]) = Spec(A[t]/(t” - 1)) oii A = l-(S, 0,). 
Cas particulier oti A est un corps algebriquement clos k: 
(a) Cas oti 7t n’est pas un multiple de la caracteristique p de k. Alors 
n-1 
tn - 1 = J-J (t - J), w racine nidme de 1 
j=O 
et 
k[W” - I) = @ki , k,Nk; 
607/3/3-12 
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alors ~r,,~ est un schema compose de n points, oh les anneaux locaux sont 
des corps. 
(b) Cas ou n = p: 
Alors t” - 1 = (t - 1)p et tr,,, est compose d’un seul point, mais 
I’anneau local en ce point est k[tJ/(t - l)P, qui est un anneau noetherien 
ayant des Uments nilpotents. 
On trouve ainsi, m&me dans ce cas, un noyau non trivial de I’homo- 
morphisme s - sp, alors que du point de vue classique, c’est un homo- 
morph&me de groupes bzjectif, mais non un isomorphisme au sens des 
varietes algebriques; on voit en fait qu’il y a bien dans ce cas un noyau, 
mais il est de nature “infinitCsimale.” 
Donnons maintenant des exemples de phenomenes qui n’ont pas 
d’analogues dans la theorie classique des groupes algebriques. 
Partons du schema en groupes “constant” H = (Z/22), , oti S est le 
spectre d’un anneau de valuation disc&e A, de corps residue1 k et de 
corps des fractions K, de sorte que S a un point ferme et un point g&-k- 
rique (ouvert), et on peut Ccrire H = Spec(A @ A). 
HIX o (1) 
lx 0 (0) 
S{x 0 
On d&nit deux sous-groupes GI , G, de H de la facon suivante: 
(1) G, est un sous-groupe fermi’ de H, form& du sous-preschema ferme, 
reunion de la section neutre (0) et du point ferme de la section (1); 
de facon precise G, = Spec(A @ k), la loi de groupe m, Ctant don&e 
par les homomorphismes canoniques 
X 
AzA@A 
G 
A 
X0 kzA@k 
A-+k@kzk. 
A 
A 
On verifie aussitot que le diagramme suivant 
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est commutatif, done dtfinit bien un sous-groupe de H. Ce sous-groupe 
est non-plat sur S, bien que H soit Cvidemment &ale et jki sur S. 
(2) G, est le sous-pdsche’ma ouvert de H, reunion de la section neutre 
(0) et du point gentrique de la section (1); de facon precise, 
G, = Spec(A @ K) et on verifie ausitot que c’est bien un sous-groupe 
de H. Ce sous-groupe est ouvert, mais non fermi’. 
s X0 
(3) Considtrons le groupe produit 
Ga = G, x s G, = Spec(A @ K @ K). 
Les immersions canoniques jr : G, -+ H, j, : G, --+ H definissent 
(puisque H est un schema en groupes commutatifs) un homomorphisme 
de schemas en groupes j = (jr , j,), : Gr x s G, -+ H qui correspond a 
l’homomorphisme d’anneaux 
qui est l’identite sur le premier facteur A, l’homomorphisme canonique 
envoyant a dans (@, a) (a E k, a E K) sur le second facteur A. C’est un 
monomorphisme bij,ctif de schemas qui n’est pas une immersion (ni a 
fortiori un isomorphisme). 
Topologies de Grothendieck 
En 1950, A. Weil a introduit en geometric algebrique la notion 
d’espace fibre’ sur une variCtC algebrique V, la topologie &ant celle de 
Zariski, et avec la condition usuelle de “trivialite locale.” Mais vers 1957, 
Serre s’est apercu qu’il est necessaire de considerer aussi des “fib&s” 
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d’un type plus gCnCra1 qui ne sont pas “localement triviaux” pour la 
topologie de Zariski, mais ont la propriete plus gCnCrale suivante: pour 
tout point x’ E V, il y a un voisinage U (de Zariski) de x et un rev2tement 
Ptale U’ de U tel que, par “pull-back” au moyen de U’ + U, le fibre 
devienne trivial au-dessus de U’. 
Le passage A un revetement &ale d’un ouvert peut done Ctre consider6 
comme une “localisation” d’un nouveau type, et les familles de mor- 
phismes &ales finis U, -+ U au-dessus d’un ouvert U d’un preschema X 
comme une sorte de “recouvrement” de U, “plus fin” qu’un recou- 
vrement ouvert au sens habituel. 
Notons maintenant qu’en topologie, I’ensemble des recouvrements 
ouverts de parties ouvertes d’un espace X a les proprietes suivantes: 
(a) I’identite U + U est un recouvrement de U; 
(b) si (U, + U)ael est un recouvrement de U et si, pour tout 01, 
(V,, + U,),,, est un recouvrement de U, , alors (V,, -j U, ---f U), ,a est 
un recouvrem&rt de U; 
(c) si (Uw -+ U) est un recouvrement de U et si V C U est un ouvert 
quelconque, (V n U, --f V) est un recouvrement de V. 
On est ainsi conduit a la notion de topologie F SW une catdgorie; 
c’est un couple (Cut F, Cov 9) forme des deux elements suivants: 
(1) Cat F est une categoric ou les produits fib& existent 
(2) Cov F est un ensemble de families @(I, U) = (U, -+ U)OIEI de 
morphismes de Cat F (“familles couvrantes”) satisfaisant aux trois 
axiomes : 
(a) si f : U+ U est un isomorphisme de Cut 5, alors {f} E Cove’; 
(b) si (Uti-f U) et (V,, -+ U,) (pour tout a) appartiennent A Cov F, 
alors (V,, --f U, 3 U),,@ appartient a Cov F; 
(c) si V -+ U est un morphisme de Cat 7 et (U, -+ U) appartient A 
Cov F, alors (V X u U, ---f V) appartient B Cov 9. 
On retrouve le cas des recouvrements ouverts en prenant pour Cat T 
la categoric Top X dont les objets sont les ouverts d’un espace topolo- 
gique X, et 
j@siU@V 
Hom(U, V) = ((;;, i : U + V injection canonique si UC V 
Exemple de topologie. X &ant un prbchema, on prend Cat FX : cate- 
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gorie des X-preschemas e’tales sur X, Cov Fx : ensemble des familles 
finies ( Ui + U) de morphismes Ctales sur un ouvert U (de Zariski) de X, 
la reunion des images (ouverts) des Vi &ant U. C’est la topologie &ale 
sur X, Et, . 
Si F, F’ sont deux topologies de Grothendieck, un morphisme de 
topologies F : T ---f T’ est un foncteur F : Cat F --t Cat F’ qui trans- 
forme produits fib& en produits fib& et les familles couvrantes de F 
en familles couvrantes de F’. 
BGfaisceaux et faisceaux a&liens. Si X est un espace topologique, un 
prkfaisceau (en groupes abeliens) sur X, peut &tre defini comme un 
foncteur 
P : (Top~)opp ---f Ab 
et pour exprimer que c’est un fuisceau (i.e., qu’il satisfait aux deux 
axiomes de Godement), il revient au m&me de dire que pour tout ouvert 
U C X et tout recouvrement ouvert (U, + U) de U, le diagramme de 
groupes abeliens 
W)+~pWZJJVLn %-> 
a a.a 
est exact (les fleches &ant les homomorphismes de “restriction” 
Cvidents). D’oh les gCnCralisations pour une topologie de Grothendieck ~7: 
un prt?faisceau P (abelien) est un foncteur 
P : (Cat .F)OPP -+ Ab 
et on dit que c’est un faisceau si pour tout (U, -+ U) E Cov F le dia- 
gramme 
est exact (les fleches provenant des U, -+ U et des deux “projections” 
UmxuUB+UoletUaxuUD+UB). 
Exemple. Tout foncteur repre’sentable F : (Sch/X)“pp --t Ab est un 
faisceau pour la topologie C&e. En effet, si ( Ui + U) est une famille 
couvrante, le diagramme 
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fait dep le conoyau de (p, , pa), parce que 
u(~,xu~j)=(uui)x~(LIui) 
i.1 i 2 
et que p est un Lpimorphisme efJectzy (p. 388). Done, par dkjinition d’un 
conoyau, puisqueF( U) = Hom,( U, Y) par hypothese, on a un diagramme 
exact 
F(U) ---t nF(UJ 2 fJF(Ui X u Uj), 
I i.i 
Faisceau associk A un pnifaisceau. Tout faisceau etant un prefaisceau 
on a un foncteur “oubliant” Faisc, -+ PrPfaiscy . Ce foncteur a un 
adjoint ci gauche P -+ P#, P# est le “faisceau associe” au prefaisceau P. 
Pour le definir, on pro&de dans une premiere &ape par “passage a la 
limite inductive” un peu comme dans le cas classique (mais il n’y a pas 
ici de “fibre”!). Pour toute famille couvrante (U, -+ U), on pose 
p~(u,-+U) = Ker 
( 
nP(UJznP(U, x u w) 
a a.6 
et pour un U fix& on d&nit P+(U) comme I@ PLI( U, ---t U) prise sur 
l’ensemble de toutes les familles couvrantes de “but” U (il s’agit ici de la 
notion de limite inductive dans une categoric, voir les notes du Professeur 
Hilton). P+ n’est pas encore un faisceau, mais on prouve que P++ est le 
faisceau associe cherche Pg. 
On montre alors que Faiscy est une catkgorie abe’lienne ayant assez 
d’injectifs, d’ou la possibilite de definir une notion de cohomologie d’un 
faisceau en appliquant les raisonnements generaux de Grothendieck [T]. 
On a aussi une notion de cohomologie de tech: pour une famille couvrante 
(U,+ U)onaune “rCsolution” infinie 
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et si P est un prhfaisceau aMien, on en deduit un complexe de cochaZnes 
de groupes abeliens 
io 
avec l’operateur differentiel 
tel que, pour c E C, , d,(c) est l’eltment de C,+r dont la composante 
(dnc)(o10 , . . . . 01~,r) dans P(U,, x *a* x U,,,,) est 
n+1 
La cohomologie de ce complexe est par definition H*(( U, -+ U), I’) et 
on peut aussi “passer a la limite.” Les faisceaux jlasques sont d&finis 
comme ceux dont la cohomologie de Tech est 0 en dimension > 1, et 
on peut calculer la “vraie” cohomologie a l’aide de “resolutions flasques” 
d’un faisceau. 
On obtient enfin diverses suites spectrales reliant ces cohomologies, 
ou analogues a la suite spectrale de Leray, etc. 
La “cohomologie de Weil.” 
Soit V une variCtC algebrique sur un corps fini K a 4 elements. Pour 
toute extension k, de k g qm elements, on considere le nombre de points 
N, de V rationnels sur k, ; avec ces nombres pour coefficients, on forme 
une serie entiere dite fonction x&a de V. Weil a dCmontrC pour le cas ou 
dim V = 1 (“courbes” sur k) que cette fonction est rationnelle et que ses 
zeros verifient 1“‘hypothbe de Riemann.” Sur la base de calculs explicites 
dans certains cas particuliers, il a formule, pour V de dimension n quelcon- 
que, des conjectures generalisant ces resultats, et, lorsque V est deduite 
par “reduction modulo p” d’une variCtC V, definie sur Q (et a fortiori 
sur C) il a note que la zeta de V est en relation etroite avec les nombres 
de Betti de V, consider&e comme varie’tt topologique (complexe). 
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L’idCe de Weil est de remarquer que iV, est le nombre de pointsfixes 
de l’endomorphisme F, : x - x9” (“Frobenius”) de V (A tout x E Y on 
fait correspondre le point dont le coordonnCes sont les puissances 
q”-iC!rnes de celles de x, en supposant pour simplifier Y affine). Or, pour 
une varitW topologique V,, et un endomorphisme f de V, en “position 
gCnCrale” (i.e., dont le graphe coupe “transversalement” la diagonale), 
le nombre de points fixes de f est don& par la “formule de Lefschetz.” 
oh Hi(f) est l’endomorphisme de l’espace de cohomologie Hi(VO ; R) 
induit par f. L’idCe de Weil est de gCnCraliser ce procCdC au cas d’une 
variCtC V sur un corps quelconque, et de I’appliquer en particulier B F, ; 
mais il faut pour cela dPJnir des “espaces de cohomologie” P(V). 
La cohomologie usuelle (“de Zariski”) ne convient pas, parce que les 
coefficients sont n6cessairement des corps de caractkristique p > 0 (si 
le corps de base est de caractkristiquep), et les raisonnements de Lefschetz 
ne s’Ctendent pas B ce cas. 11 faut une cohomologie dCfinie sur un corps 
de caracthistique 0. 11 semble que la “cohomologie &ale” d’une variCtC 
soit exactement la solution cherchCe. M. Artin et A. Grothendieck ont 
pu en tout cas dCmontrer une “formule de Lefschetz” pour cette coho- 
mologie et prouver que si V est compl2te et non singuli&e, sa fonction 
z&a est rationnelle et a la forme conjectu&e par Weil (mais “l’hypothbe 
de Riemann” n’a pas encore CtC obtenue dans ce cas). 
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